Chapitre

Réflexion sur un métal partait

En l'absence de pertes, les mé-
taux se comportent comme des
miroirs parfaits. La réflexion des
ondes électromagnétiques sur une
paroi permet de guider des ondes
électromagnétiques (guide d’onde

-w v -

. v
dans les radars ou les fours micro-
onde par exemple), mais aussi de
créer des ondes stationnaires, c’est )
FiGure 1.1 — Guide d’onde rectan-

a dire des zones de l’espace ou le
champ peut étre soit nul soit maxi-
mal. Cette concentration de I'onde
permet entre autres choses de favo-
riser les interactions entre le champ
électromagnétique et la matiere.

Au-dela des applications, I’étude du comportement d’une onde électromagné-
tique se réfléchissant sur un métal parfait constitue une situation idéalisée de
plusieurs phénomeénes que nous retrouverons lors de I’étude de milieux conduc-
teurs (chap. ??) ou de guides d’ondes diélectriques (chap. ?77?).

élec-
de

gulaire et forme du champ
trique qui s’y propage. Tiré
https://www.radartutorial.eu/ (@®).

I. Réflexion sur un métal parfait

1 - Modélisation

a) Champ incident

>

0 dore In réflexi . B, > . Amétal

n considére la réflexion sous inci- onde E, parfait

dence normale d’une onde plane, progres- incidente ¥
>

sive et monochromatique polarisée recti- e /
lignement sur un plan conducteur parfait !
en z = 0 (cf. fig. [L.2). La propagation
s’effectuant selon +Ox, on définit le vec-
teur d’onde selon EZ = ke, et on choisit
un champ électrique polarisé rectiligne-
ment selon €, de sorte qu'une écriture possible du champ électrique incident
est :

o X

FicUurRe 1.2 — Réflexion d’une
OPPM sur un métal parfait.

E;(z,t) = Eg cos(wt — k) €y

Comme il s’agit d’'une OPPM se propageant dans un milieu assimilé au vide,
la relation de structure permet d’obtenir le champ magnétique sous la forme :

. & ANE; E
Bi(at) = 2070 = ?0 cos(wt — kz) &,

Cc


https://www.radartutorial.eu/03.linetheory/tl10.fr.html

CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

Sous l'action du Champ electromagnet1que les électrons du métal, soumis a
la force de Lorentz F = —e(E +UA B) vont se déplacer créer un nouveau champ
électromagnétique.

b) Modéle du métal parfait

Un métal parfait est un cas idéalisé ou les électrons libres du métal (électrons
de conduction) se déplacent dans le matériau sans résistance et quasi instan-
tanément. On peut déduire ses principales propriétés a partir du modele du

jellium (cf. fig. [1.3p).

a) b) c)
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FIGURE 1.3 — a) Modele du jellium pour un film métallique. b) Effet d’un
champ électrique. ¢) Modeéle équivalent.

T

—0

Le métal parfait est assimilé a un gaz d’électrons libres et indépendants bai-
gnant dans un milieu homogene chargé positivement (densite volumique de
charge p positive). En présence d’un champ électrique E les électrons sont
soumis a une force de Lorentz (F = —eE) et se déplacent dans le sens op-
posé au champ. Le déplacement des électrons génere un exces de charges néga-
tives a l'interface du bas et un défaut de charge négative & l'interface du haut
(cf. fig]ll.3p). On peut lui associer des densités de charges surfaciques +o (cf.
fig[1.3p) qui générent un champ électrique qui annule le champ initial (tant que
champ total n’est pas nul, les électrons se déplacent dans le sens opposé au
champ total et produisent un champ opposé le diminuant). Cela se produisant
quasi-instantanément, on en déduit les propriétés suivantes.

iiPropriété c

Dans un métal parfaitement conducteur
e les champs E(7t) et B(7,t) son nuls
e la densité volumique de charge p est nulle;
e la densité volumique de courant fest nulle.
e Il peut exister une chzirge surfacique o ainsi qu’'une densité

de courant surfacique js.
(. J

c¢) Relation de passage

Les relations de passage explicitent le comportement des champs électro-
magnétique a l'interface métal parfait/vide. Nous avons établi que en régime
statique, la densité surfacique de charge o génére un champ E=2 ez perpen-
diculaire a l'interface (cf. chap.?? et fig. - pour le repére). On admet que cela
reste valable dans ’ARQS. Ainsi, la composante du champ électrique perpen-
diculaire a linterface est discontinue (nul dans le métal et o /ey & Pextérieur,
alors que la composante parallele est continue.

De maniére analogue, le théoreme d’Ampere (chap.??) permet d’établir que
la nappe de courants surfacique js = fs €y géneére un champ magnétostatique
B = —% js €, parallele a l'interface. On admet que cela reste valable dans
PARQS et la composante parallele du champ magnétique est discontinue alors
que la composante perpendiculaire est continue.

On retrouvera des propriétés similaires quelque soit le type de matériau.
Ainsi, lorsque le champ électromagnétique traverse une interface séparant deux
milieux ;

 la composante normale du champ magnétique se conserve B 1 = B o

o les composantes tangentielles du champ électrique se conservent E,; =
Ej o2

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

( )
.iPropriété g

Pour un métal parfait, les
charges et les courants se
concentrant a la surface du
matériau. En utilisant les 7

distributions surfaciques de (1) i_’ ©)
charge (notée o) et de cou- 3 Tjs 3
rant (notée jg). Les re- ] ?

lations de passage pour
un métal parfait s’écrivent
sous la forme[[ :

= = o
Eo — E1 = —npo

L €0

B2 — B1 = pojs A itz

On note (1) et (2) les deux milieux différents (par exemple mé-
tal/air), 712, le vecteur normal & l'interface dirigé du milieu (1)
vers le milieu (2).

a. Attention & 'ordre des indices. Ainsi la différence de champ Eg — El est
écrite en fonction du vecteur 712 dirigé de 1 vers 2. Méme remarque pour le

champ magnétique.
\ J

2 - Résolution
a) Nécessité d’une onde réfléchie
La relation de passage pour le champ électrique sur ZAmétal parfait
I'interface x = 0 s’écrit : N —
Bz - 0"~ Bz —>07)=2¢ Ef® ~ -
e - E =0
. ‘métal
Le champ électrique est nul dans le métal parfait (cf. ! O—— >

fig. ci-contre) donc E(z — 0) = 0. Si on ne considére y x

—

que le champ incident, E(x — 07) = E;(z = 0,t). Notons €, le vecteur normal
a l'interface, la relation de passage s’écrit alors :

—

Egcoswtey = — é,
€0

La seule solution possible de cette équation vectorielle, est donc Eg = 0 et
o = 0, en contradiction avec ’existence du champ incident.

b) Onde réfléchie

Les électrons a la surface du métal sont mis en mouvement par le champ
électrique incident via la composante électrique[ﬂ de la force de Lorentz. Les
courants ainsi créés sont paralleles au champ électrique incident (cf. fig. .

Les électrons sont a leur tour une E

source du champ électromagnétique don-  onde i
nant naissance au champ réfléchi. La incidente 4
force mettant en mouvement les électrons E i
est sinusoidale : k,
onde '
F=—¢Ei(z = 0,t) = —eEqcoswt e,  réfléchie 17

On en déduit que le champ réfléchi induit
par le mouvement des électrons 1’est éga-
lement. Nous noterons w la pulsation du
champ E,(z,t).

FIGURE 1.4 — Mouvement des élec-
trons & la surface du métal.

~

(@Remarque 1:
Le champ engendré par les courants existe aussi bien dans la partie
x < 0 (en dehors du métal) que dans la partie z > 0 (dans le métal).
En effet, par symétrie, les courants engendrent exactement le méme
champ électrique dans la partie > 0, sauf qu’il se propage dans le
sens positif de I'axe (Oz). Nous montrerons dans l'exemple qui suit
que ce champ est en opposition de phase avec le champ incident, le

L champ résultant est donc nul du c6té du métal. )

Z Exemple 1
Soit E;(z,t) = Egcos(wt — kz)€,, le champ S Z
électrique d’une onde incidente. On consideére i ?

; métal parfait
A

N
1. La composante magnétique nécessite des vitesses élevéegcp%mvoiroune influence non-

négligeable sur les électrons. E, (3}97

=Y

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

une onde réfléchie en x = 0 comme une onde

plane[’ de méme pulsation w,et de vecteur

d’onde opposé au vecteur d’onde incident :

k= —ké,.

1 - Justifier que le champ réfléchi ne peut avoir

de composante selon €.

2 - En utilisant les relations de passage, montrer que le champ est de la
forme : B, (2,t) = —Eq cos(wt + kz) €y-

3 - En déduire I'expression du champ magnétique réfléchie ﬁr(x,t).

a. L’invariance par translation selon y et z permet d’assurer la planéité de 1’onde.
N\ J

Pour s’entrainer : exercices et [7]

1 - L’onde étant transversale et se propageant selon — €., le vecteur ]?)T est
porté dans un plan orthogonal & Oz. Une écriture possible du champ électrique
réfléchi est donc :

0
Eory cos(wt + kx + ¢y)
Eor. cos(wt + kx + ¢)

—

E,(z,t) =

2 - Les relations de passage s’écrivent pour le champ

A
électrique : g Z ' métal parfait
N . o I®T’ A Zx
E(x = 0") —E(x —=07) = —¢&, . ki =
€0 k,, N Emétal: 0
O %9
Le champ défini dans le demi-espace x < 0 est g y x

obtenu par superposition du champ incident et du champ réfléchi :
E(z < 0,t) = E;(x.,t) + Ey(z,t)

Le champ défini dans le demi-espace x > 0 correspondant au métal parfait, on
en déduit que E(x — 07) = 0. La relation de passage peut se réécrire sous la
forme :

_ é’x

0~ [Ei(x = 070) + Ep(w > 071)| = -
0

Il s’agit d’une équation vectorielle, la projection selon €, et €, permet d’obte-
nir :
Eq cos wt + Eqyy cos(wt + ¢,) =0
Eogr» cos(wt + ¢,) =0

On en déduit

EOry = EO et ¢y =T ou EOry = —EO et ¢y =0

On obtient alors : E,(z,t) = —Eq cos(wt + kz) €y

3 - L’onde réfléchie se propage également dans le vide, le champ magnétique
s’obtient en utilisant les relations des OPPMs (pour une onde réfléchie se pro-
pageant selon —é,,) :

5 _ G AE
c
o : - ; B AZ
- P B - B, ; métal parfait
£ E. i —
Ainsi r(2,t) = —Eq cos(wt + k) &, ’%—'ﬁ — 2,
- Belet) = Buconlut + ko) B | B0
Er 0®7>
y x

Remarque 2 :

| Lors de la réflexion sur un métal, le champ électrique est déphasé de
7 par rapport au champ incident.

3 - Onde stationnaire

a) Description

Sommons les deux contributions incidente et réfléchie pour obtenir ’onde
résultante, il vient

E(z,t) = E; + E, = Eg(cos(wt — kx) — cos(wt + kz)) &,

B . . E

B(z,t) =B; + B, = —O(cos(wt — kx) + cos(wt + kx)) €,
c

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

En utilisant les formules de trigonométrie, on obtient
. : . = 2Eo -
vecE(x,t) = 2Egsinwtsinkx €, et B(x,t) = — coswtcoskx e,
c

On observe sur 'expression du champ un découplage entre le temps et 1’espace
puisqu’elle peuvent se mettre sous la forme d’un produit de fonction temporelle
et spatiale dont une représentation est proposée fig. Ce type d’onde est
qualifiée de stationnaire au contraire des fonctions de type f(z + +ct) dite
propagative. On obtient généralement une onde stationnaire par superposition
de deux ondes contra-propagatives.

E(x,t) A

/\ ) /\ /\

\7 \/ ) \/ \ )

FiGURE 1.5 — Représentation des ondes stationnaires relatives aux champs
électriques et magnétiques pour différents temps.

B(X,I)A

¢p Définition :
Une onde est dite stationnaire lorsque son amplitude peut se mettre
sous la forme :

fz) xg(t)

Dans le cas présenté, les champ E, et B, restent orthogonaux mais sont en
quadrature spatiale et temporelle (déphasage de +m/2). Le type de solution
obtenue pour le champ total E; + E, est appelé onde plane stationnaire et est
trés différent d’une onde plane progressive :

¢ les dépendances spatiale et temporelle interviennent séparément ;

e la dépendance spatiale intervient dans 'amplitude de 1’oscillation tempo-
relle et non plus dans la phase, de telle sorte que les champs vibrent en

chaque point, en phase (cf. fig. .

En certains lieux de l'espace (appe- )

lés noeuds de vibrations), le champ est
toujours nul. En d’autres points (appe-
lés ventres de vibrations), Pamplitude de
la vibration est maximale (cf. fig[1.6)). La
position des noeuds sont obtenus pour

\

2Eg sinwtsinkkx = 0

FIGURE 1.6 — Position des noeuds

Soit : kx, = nm,n € Z. Le métal ) )
et ventres pour le champ électrique.

étant défini dans la partie x > 0, seules
les positions négatives ont un sens. Avec
k= 27” on obtient la position des diffé-

rents noeuds (cf. fig.

A
Ty = —N—

2,n€N

De maniere analogue, les ventres sont obtenus pour

sinkx = +1 soit kz = —g —pm,p€eN

A
On obtient alors la position des différents ventres : x;, = —% — pg.

Ces derniers sont donc simplement décalés de \/4 par rapport aux noeuds.

¢p Définition :
e un neceud est une zone de ’espace ou la vibration est toujours nulle

e un ventre est une zone de ’espace ou I'amplitude de la vibration est
maximale

Z Exemple 2
On considere une onde stationnaire dans le domaine x < 0 décrite par le

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

champ électomagnétique

—

E(x,t) = 2Eq sinwt sin kx €,

B(z,t) = 2—]?) cos wt cos kx €,

1 - Déterminer les positions x,, des noeuds de champ magnétique en
fonction A.

2 - Déterminer de méme les positions z;, des ventres de champ magné-
tique.

3 - Comparer aux valeurs z,, et x, a ceux du champ électrique.

& J

Pour s’entrainer : exercice [

La position des noeuds sont obtenus
P M2 a2 st B@D
pour >
2Eq i ’ ;
—— coswtcoskr =0
c
Soit : kx,, = /2 + nm,n € Z. Le métal , x
étant défini dans la partie x > 0, seules l | "
les positions négatives ont un sens. Avec %%
k = 27“ on obtient la position des diffé- o Q! o
rents noeuds (cf. fig. [1.7)) e P SN
A A FIGURE 1.7 — Position des noeuds et
Tp=——-n—,n€eN

4 2 ventres pour le champ magnétique.

2 - De maniere analogue, les ventres sont obtenus pour

coskr = £1 soit kx, = —pm,peN

A
On obtient alors la position des différents ventres : x, = —p§.

3 - Les ventre et les noeuds sont simplement décalés de \/4 par rapport aux
noeuds. La distance entre deux noeuds consécutifs est de A\/2, les noeuds de E
sont les ventres de B et vice-versa.

b) Vecteur de Poynting

On rappelle que le vecteur de Poynting est donné par

. EAB
=
Ho

En utilisant les expressions du champ électromagnétique de 'onde station-
naire utilisée jusqu’a présent :

E= 2E( sin wt sin kx €,

2Eq o
= —— coswtcoskx €,
c

On en déduit que

= E} . . . EZ . . _
= 0 gin wt sin kz cos wt cos kx €, = —2 sin 2wt sin 2kz &,
Hoc Hoc

Comme < sin 2wt >= 0, on obtient une puissance moyenne rayonnée nulle.
On pouvait s’attendre & un tel résultat étant donné que I'onde réfléchie véhicule
la méme énergie que 'onde incidente mais dans un sens opposé. La dénomina-
tion stationnaire prend alors tout son sens puisqu’il n’y a pas de propagation
d’énergie.

.iPropriété :

| Une onde stationnaire ne véhicule aucune énergie.

c¢) Courant surfacique et pression de radiation

Pour une interface en z = 0, la relation de passage avec le champ magnétique
sécrit : Bz — 01) = B(z — 07) = pojs A €.
Le champ étant nul dans le métal, B(z — 0%) = 0. Dans la zone z < 0, le
champ stationnaire de I’exemple précédent vérifie donc :

—

2Eq - .
0 — —coswt = ojs N €
c

On en déduit qu’'un courant surfacique possible est de la forme :

2 0 R
Js = —— coswt €y

Hoc
Le courant est donc orienté dans le méme sens que le champ électrique incident

et traduit le mouvement des électrons évoqués en figure [1.4

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

L’application de la relation de passage pour le champ électrique ]:f)(x,t) =
2Eq sinwt sin kx €, conduit a une charge surfacique nulle :

Bz —0") - El@—0) =-2¢
—— €0
=0 2E sin wt sin kx0 &y

Pour obtenir une densité surfacique de charge non nulle, il faut que le champ
électrique présente une composante normale & U'interface. On peut par exemple
considérer une onde parvenant avec un angle 6 par rapport a la normal au métal
et un champ magnétique selon Oy.

Remarque 3:

Les charges a la surface du métal ne sont nulles qu’en incidence nor-
male. Si 'onde présente une inclinaison par rapport au métal, des
charges surfaciques apparaissent.

La présence d’'un courant surfacique non-nulle en présence d’un champ ma-
gnétique est source d’une force appelée pression de radiation qui correspond du
point de vue classiqueE] a la force de Laplace. Sur un élément dydz, situé en
x = 0, cette derniere a pour expression :

= 2 B 2E 2E
dFiap = js AB(z = 0,t)dydz = TO(C) coswt €y N ?O cos wt €,dydz

On obtient en valeur moyenne une force par unité de surface, soit une pres-
sion, orientée de 'onde vers le métal :

dFqp o 2B

. 2 o
Qydz ~ - c? €x = 20 €

2. Une interprétation quantique en terme de conservation de quantité de mouvement des
électrons conduit a un résultat similaire.

II. Cavités et guides électromagnétiques

1 - Cavite optique

a) Modes d’une onde stationnaire plan - plan
Une cavité électromagnétique piege une onde électro-
magnétique entre deux miroirs dont la concavité change
confocal

la forme de la cavité (cf. fig. [1.8)). Ces cavités sont utili-
sés pour améliorer I'interaction onde électromagnétiques
-matiere que ce soit dans les four micro-ondes ou pour la
manipulation d’émetteurs quantiques pour les technolo-
gies quantiques. La lumiére réfléchie plusieurs fois par
les miroirs peut interférer avec elle-méme. La superposi-
tion cohérente de ces ondes est nulle sauf pour des lon-
gueurs d’ondes particulieres appelées modes. Dans la
suite de ce chapitre, nous nous intéresserons aux modes
transverses d’une cavité 1D planeﬂ On considérera que
les miroirs sont parfaitement réfléchissants, c’est-a-dire
qu’il n’y a pas de perte d’énergie lors d’une réflexion de
I’onde électromagnétique.

hemi-sphérique

Ficure 1.8 — Dif-
férentes cavités op-
tiques.

{p Définition :
Un mode d’une cavité correspond a ’existence d’une onde électromagné-
tique d’une longueur d’onde dépendante de la forme et de la taille de la
cavité.

3. Il existe également, en fonction de la forme de la cavité, des modes longitudinaux.

J.B
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(@Remarque 4 :

La startup francaise Quandela commercialise des
sources de photons uniques constituées de na-
nocristaux de semiconducteurs (boite quantique)
dans une une micro-cavité optique. La possibilité
de pouvoir manipuler des photons unique permet

de sécuriser le transfert de clé de cryptage. Image
tirée de Senellart, Photoniques 107, 40 (2021)

©®.

' )
2 Exemple 3 ¥

On considere une cavité électromagné-

tique constituée de deux surfaces mé- T
talliques paralleles disposées en « = 0 g >
et * = L. On s’intéresse a Iécriture

du champ électrique sous la forme d’une

onde stationnaire : 0 L

Ty

—

E(x,t) = Egcoswt x f(x) €y

1 - Quelle est I’équation vérifiée par f(x)?

2 - En déduire la solution générale pour la fonction f(z).

3 - En utilisant les relations de passage pour le champ électrique en
x =0 et x = L et montrer que seules des ondes dont le vecteur d’onde
est de la forme k,, = n7/L peuvent exister dans la cavité (avec n € N*).
Représenter l'allure de 'amplitude f(z) pour n =1, n=2et n =3.

4 - Dans un laser He-Ne possédant une cavité laser de L = 15,0 cm,

calculer I’espacement fréquentiel entre les modes.
\_ J

Pour s’entrainer : exercice [0l

1 - Entre les armatures, le champ suit ’équation de D’Alembert,
O?E 1 6%E
0x? 2 ot?

En injectant la forme proposée, on obtient :

f'(x) coswt — % f(z)(—w?) coswt =0 soit  f"(z) + ‘;—jf(x) =0

=0

2 - La solution générale de cette équation différentielle est :
f(z) =Acoskx +Bsinkz avec k=w/c

3 - Le champ électrique est parallele au métal, il est nul dans le métal parfait.
En appliquant les relations de passage en © = L et © = 0, correspondant a la
continuité du champ électrique, on obtient :

E(z=0t)=0 e E(x=Lt)=0

La solution générale de f(x), impose A =0 et BsinkL =0.

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

On obtient alors : kL = 0[r] = nm avec n € N*. Seules les ondes de vecteur
d’onde de la forme : k,, = n7w/L sont possibles au sein de la cavitéEl .

A E(x.0) A E(x.0)
N\
r B
_ n=3
0 n=4 L 0 L

FIGURE 1.9 — a) Allure des premiers modes du champ électrique. b) Représen-
tation du champ E(z,t) a différents instants pour n = 3.

4 - L’intérieur de la cavité étant assimilé au vide, la relation de dispersion
impose également les fréquences possibles :

oy, = % soit Af = w”%ﬂ_”" - % — 1,00 GHz

b) Interaction avec la matiére

Les ventres de champ électrique correspondent également a des zones de forte
densité d’énergie électromagnétique. L’interaction avec la matiére y est donc
favorisée. Dans un four micro-onde, la création d’une onde stationnaire impose
un chauffage localisés sur les ventres de champ électrique. Le plateau tournant
permet de déplacer I'aliment pour éviter que les mémes parties soient soumises

UK zones de cha, fogt et aboutissel\ acun chauffage,non u%liform.e.
a geometrie mitue beaucoup sur la forme des ondes stationnaires. Dans un

four a micro-onde, les parois forment les surfaces réfléchissantes et une onde
stationnaire & 3 dimension s’installe (Fig. . On propose parfois de mesurer
la longueur d’onde en faisant fondre (sans le plateau tournant) du chocolat
ou du fromage (en plagant proche du haut du four ou la forme des ondes
stationnaires est proche d’une cavité 1D). Cette manipulation permet souvent
le bon ordre de grandeur mais l'interprétation de la forme des ventres de ’onde
stationnaire est délicate.

4. Les modes d’une cavité électromagnétique s’apparentent aux modes de vibration d’une
corde de Melde.

550°C
- 80

i

-~ 40
L 30

30,0°C

FIGURE 1.10 — Assiette d’eau vue a la caméra infrarouge dans un microonde
sans plateau tournant. Les zones chauffées correspondent aux ventres des modes
de la cavité du four et sont espacées d’environ A\/2 & 6 cm, en bon accord avec
f = ¢/A = 2,4 GHz. D’apres Vollmer, Physics of the microwave oven, Phys.
Ed. 39, 74 (2004).

On trouve également des cavités optiques dans les lasers. Le premier laser a
gaz inventé est constitué constitué d’une cavité composée de deux miroirs (dont
un n’est que partiellement réfléchissant afin d’extraire le faisceau laser utile)
contenant un mélange de gaz Hélium-Néon. Ce dernier jour le role du milieu
amplificateur de lumiere. La cavité optique, en piégeant la lumiere, permet une
meilleure interaction entre les atomes du gaz et ’onde électromagnétique.

cathode

A
A\

! Helium N
Neéon J
Miroir

semi
réfléchissant

Miroir

FIGURE 1.11 — Cavité laser de démonstration, laboratoire Kastler-Brossel,
(© D. Monniaux), @@® et schéma de principe.

Une alimentation électrique permet, grace a A Hélium
, , . 5 57 . collision
des décharges électriques d’augmenter 1’énergie T \%ammes
T 415 .
des atomes d’Hélium. Ces derniers donnent leur —_—
go excitation |
E électrique o N
N émission
V\/\P stimulée ‘]B
| N
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énergie par collisions aux atomes de Néon qui

se retrouvent dans un état excités légerement

plus stables. Ce processus appelé « inversion

de population »conduit & une accumulation du

nombre d’atomes de Néon dans leur état excité.

En présence d’un photon dont 1’énergie est accordée a la transition électronique
des atomes de Néon, ces derniers se désexcitent par émission stimulée en émet-
tant un photon en phase avec celui responsable de sa désexcitation. Il apparait
ainsi une augmentation de I’énergie lumineuse de facon cohérente pour la lon-
gueur d’onde A = 633 nm.

(@Remarque 5:

Il est possible de réaliser des & 900 800 nm
nanocavités laser dans le but
de réaliser des circuits intégrés
photoniques. Dans la figure ci-
contre, les chercheurs ont syn-
thétisé une nano-cavité pou-
vant contenir un atome fluo-
rescent. D’apres Burges et al,
Doping-enhanced radiative effi- 13 14 15 1.6 eV Jg
ctency enables lasing in unpas-

sivated GaAs nanowires, Na-
ture Com 7, 11927 (2016), @®.

Intensity A.U.

Undoped

2 - Guide d’onde

a) Présentation

Un guide d’onde permet de controler
la direction de propagation des ondes
électromagnétiques qui se propagent se- x
lon une direction. Une configuration cou-

g o /

rante est le guide d’onde planaire consti-
tué de parois réfléchissantes paralleles Fiqurr 1.12 — Guide d’onde 1-D.

(cf. fig. ci-contre). La direction de 'onde

v

z

N
Ll

électromagnétique, caractérisée par la composante du vecteur d’onde parallele
aux parois notée k 1/ Ce vecteur est alors limitée au plan Oxz dans I'exemple
proposé. Le guidage peut étre assimilé a des réflexions d’une onde oblique sur
les parois.

¢p Définition :
La composante du vecteur d’onde parallele au guide k/,, ou 3, est appelée
constante de propagation. Elle caractérise le mode guidé.

Dans les guides planaires, on distingue deux polarisations transverses (voir la
figure, tous les champs sont orientés de sorte que le triedre (k,E, B) soit direct).

) Polarisation TE ) Polarisation TM

W T o

— —

o £

E k// B ]{7//

p
.iPropriété :

e Mode transverse électrique (TE) : le champ électrique est per-
pendiculaire au plan d’incidence. Le mode guidé (qui résulte des
réflexions sur les parois) présente un vecteur de propagation k //
parallele aux interfaces, un champ électrique parallele aux parois
et un champ magnétique perpendiculaire aux parois du guide.

e Mode transverse magnétique (TM) : le champ magnétique est
perpendiculaire au plan d’incidence. Le mode guidé présente un
vecteur de propagation k /, paralléle aux interfaces, un champ élec-
trique perpendiculaire aux parois et un champ magnétique paral-

L lele aux parois du guide. )

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

Z Exemple 4 On cherche un champ magnétique TE & I'intérieur du
guide de largeur L (on note /3 la constante de propagation du mode guidé)

—

B(z,2,t) = Bo(z)e'@ %) ¢,

1 - Etablir équation vérifiée par By & partir de équation de D’Alem-
bert.

2 - On note K? = w/c® — 32, résoudre 1’équation différentielle pour
B < w/c. Montrer que les relations de continuité imposent des valeurs de
K discretes.

3 - Tracer qualitativement w = f(8) pour le premier mode. Etablir
I’existence d’une pulsation de coupure w. en dessous de laquelle aucun
mode n’est supporté. Quelle est la longueur d’onde associée ? La comparer
a la taille du guide et commenter. Calculer la fréquence de coupure pour
L=1,0cm.

, Ff L 0f  Of
Données : Af = 92 + e + 5.2
\§ J

Pour s’entrainer : exercice [0

~ 1
1 - L’équation de d’Alembert s’écrit : AB — — 2
c

Avec la représentation complexe proposée
AB = Bfj(2)e' @) &, — By (x)e' @ ¢,
et on obtient donc

Bg(w)ez(wt—ﬁz) o ﬁQBO(l,)ez(wt—Bz) + %Bo(x)ez(wt—ﬁz) -0

2
Apres simplification, il vient : Bfj(z) + (% — 52>B0(x) =0

2 - Pour k < w/e, les solutions sont de la forme : Bo(z) = acos Kz + bsin Kz.
En appliquant les relations de passage, on en déduit que By(0) = 0 = By(L)

d’ou a=0 et sinKL=0

Ainsi, les solutions sont de la forme : Bo(x) = By, sin K,z avec K,, = nx/L.

2
3 - Pour k > w/c, notons, « la valeur vérifiant x? = 32 — % > (0 L’équation dif-
c
férentielle devient : By (z) — x%Bo(x) = 0 les solutions de I’équation différentielle
sont de la forme : Bo(z) = ae™* 4 be ",
En appliquant les relations de passage, on en déduit que By(0) = 0 = By(L).

d’ou a+b=0 et aet+be =0

On en déduit que b = —a puis asinh(k) = 0 donc k = 0. Le systéme ne
posseéde pas de solution non triviale. Il ne peut donc pas se propager des ondes
vérifiant 5 > w/c.

2 2,2
w nem
3- 3 = =T n’admet des solutions que w(Hz)
w
pour — < —.
c L
Le mode n = 1 existe pour w < w. = 7c¢/L cor-
2me
respondant a la longueur d’onde A, = = 2L
We We

c’est-a-dire que le guide supporte & un mode a la

longueur d’onde A si L > — qui est de 'ordre de

la limite de diffraction, en dessous de laquelle on
ne peut pas controler la propagation de I'onde électromagnétique.
La fréquence de coupure vaut f, = w./(27) = ¢/(2L) = 1,5- 101 Hz = 15 GHz.
Pour L = A\/2, les parois du guide sont sur des noeuds du mode, assurant
B = 0 comme attendu par continuité avec le conducteur parfait.

Dans un guide d’onde, le champ électromagnétique est donc

o progressif selon une direction parallele aux plaques,

» stationnaire perpendiculairement aux plaques. (Hz)

Dans le guide planaire, le vecteur d’onde
peut se décomposer sous la forme : k=k L€+
Bey.

Le vecteur d’onde suit la relation de dispersion
dans le vide k? = w?/c? (c’est-a-dire k = w/c).

La composante longitudinale du vecteur
d’onde, appelée constante de propagation suit
une relation de dispersion d’un mode

2
Pour un mode TE, 82 =

w n2m?
tracer sous la forme w = f(3).

2mce/L

me/L

guidé . 02 ?

avec n € N que 'on peut

J.B
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¢ Définition :
La composante longitudinale du vecteur d’ondef3, appelée constante de
propagation suit une relation de dispersion d’un mode guidé w =

f(B).

Cette relation de dispersion « modale »dépend du guide d’onde et non du
matériau qui le constitue. Pour un matériau, la relation de dispersion « du
milieu »est sur la norme du vecteur d’onde w = f(k) (par exemple w = ck dans
le vide).

Dans un guide planaire, il existe une pulsation de coupure la grandeur
wy, = nmc/L en dessous de laquelle il n’y a pas de mode guidé puisque la
constante de propagation obéit & 32 < 0 sans solution réelle[ﬂ

5. L’absence de mode sous la coupure est due aux conditions de continuité avec les parois
du métal parfait. Les relations de passage imposent E,, = 0 = B, donc aucun mode TE n’est
supporté pour L < 5" plus petite dimension permettant d’avoir les parois du guide sur des

noeuds du mode. Par contre, E; et de B,, pouvant présenter une discontinuité, on n’observe
pas de taille minimale pour des modes TM, qui ne présentent pas de fréquence de coupure.

& L’essentiel

Relation de passage

A une interface séparant deux milieux (1) et (2), By 1 =BigetE// ; =

Pour un métal parfait, les charges et
les courants se concentrent a la surface
du matériau. En utilisant les distribu-
tions surfaciques de charge (notée o) et
de courant (notée jg). Les relations de
passage pour un métal parfait s’écrivent
sous la forme :
By — By = — i
L <0
By — By = pojs A2

12, le vecteur normal a l'interface dirigé
du milieu (1) vers le milieu (2).
Ondes stationnaires

Une onde est dite stationnaire

lorsque son amplitude peut se :

mettre sous la forme : §
g:

fx) x g(t)

E, | ° E
—5
Ty
(D > (2)

A2 A2 a2 A B0

A V><

Un mode d’une cavité correspond
a I'existence d’'une onde électroma-
gnétique sttaionnaire de longueur
d’onde dépendant de la forme et
de la taille de la cavité.

Guide planaire

Dans le guide planaire, le vecteur d’onde
séerit k = k) &, + B&,.

Le vecteur d’onde suit la relation de dis-
persion dans le vide k% = w?/c?.

2me/L

mc/L
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La composante longitudinale du vecteur
d’ondef, appelée constante de propaga-
tion suit une relation de dispersion
d’un mode guidé w = f().

Exercices

Les classiques

Exercice 1 D apresoé%z]g 1% M

On se place dans 'espace rapporté a un repere cartésien (O, €, €, €5).
Une onde plane progressive monochromatique a polarisation rectiligne
de pulsation w et de vecteur d’onde k se propage dans le vide dans la
direction (Ox), dans le sens des z croissants :

Ei(z,t) = Eg cos(wt — kx) €y

En z = 0, elle arrive sur la surface plane d’un miroir métallique parfai-
tement conducteur (on admet que dans un tel conducteur, les champs
E et B sont nuls) et donne naissance a une onde réfléchie se propageant
dans la direction (Ox) dans le sens des = décroissants :

E,(z,t) = Eo, cos(wt 4 k)

1 - Ecrire les conditions aux limites que doivent vérifier les champs E
et B sur le plan d’équation z = 0 qui limite l'espace entre le vide et
le miroir métallique en précisant bien la signification de tous les termes
intervenant dans les équations.

2 - Montrer que le champ électrique reﬂechl est lui aussi polarlse suivant
I’axe Oy et établir I'expression du vecteur E0r en fonction de EO et d’'un
vecteur unitaire que l'on précisera.

3 - Determmer les expressions en fonction du temps du champ magné-
tique incident B; et du champ magnétique réfléchi B,

4 - En déduire les densités surfaciques de charges et de courant sur le
métal.

5 - Déterminer le champ électrique E et le champ magnétique B du
champ électromagnétique résultant de 'onde incidente et de 'onde ré-
fléchie dans le demi-espace = < 0. Caractériser ’onde résultante.

6 - Déterminer I’expression du vecteur de Poynting I1 de Ponde résultante
ainsi que sa valeur moyenne < Il > au cours d'une période T = 27 /w.
Commenter.

Un deuxieme plaque métallique est positionnée en z = —L.

7 - Quelle est la condition sur le champ électriques au niveau de cette
plaque métallique ? En déduire que la pulsation w,, est quantifiée a I'in-
térieur de la cavité. On I’exprimera sous la forme w, = n X wy.
Données :

a—> a+b . b—a

cosa — cosb = 2sin sin

27 2 2

a
Ccos a + cos b= 2cos COs

Exercice 2 D’aprés CCP 13
solution p.?7?

Une onde plane progressive monochro-

matique se propage dans le vide dans la
N

direction (Ox) et dans le sens des = dé- z ki onde
croissants. “— incidente
On note Eg 'amplitude du champ élec- y

trique incident E; polarisé selon Z. X

En x = 0, elle arrive sur la surface plane

d’un miroir métallique parfaitement conducteur.

1 - Ecrire Ponde électrique et magnétique E, et ]_3'Z

2 - En appliquant les relations de continuité (également appelée relation
de passage) justifier 'existence d’un champ réfléchi noté E, et B,.

3 - Justifier que la pulsation du champ réfléchi est identique a celle du
champ incident.

4 - Déterminer les expressions des champs f}r et ﬁr.

5 - Déterminer le champ total résultant Etot et gm et caractériser ’'onde
résultante.

6 - Déterminer ’expression du vecteur de Poynting I1 de Ponde résultante
ainsi que sa valeur moyenne < II > au cours d’une période T = 27 /w.
Commenter.

J.B
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Données :
a a—>b o a+b . b—a
cosa + cosb = 2cos COST,COSafcostQSIH sin 5
Exercice 3 D’apres CCP
solution p.7
x

Deux plans métalliques d’équation =z = 0 et
r = a sont disposés dans un espace vide
de charge. Suivant le sens de propagation de
I’onde, les deux plans métalliques jouent le role
de « résonateur électromagnétique.

1 - Démontrer que dans un conducteur par-
falt en I’absence de champ statique, on a
E= OB_O_]—O et p=0

On consideére une onde plane polarisée rectilignement selon Oy se propa-
geant selon —Ox. On notera Eg ’amplitude du champ électrique.

2 - Exprimer le champ électrique incident ainsi décrit noté en notation
complexe Ez et le champ magnétique associé EZ

3 - En utilisant les relations de passage pour le champ électrique, déter-
miner le champ ET de 'onde réfléchie sur le plan d’équation z = 0.

4 - En déduire 'expression le champ magnétique réfléchi ET.

5 - Exprimer le champ électrique totale E(m,t) ainsi que le champ ma-
gnétique total B(w,t).

6 - En appliquant les relations de passage en x* = a, montrer que le
vecteur d’onde puis la fréquence de 'onde dans cette cavité ne peut
prendre que des valeurs discretes. On notera fy ou N est un entier la
valeur des fréquences.

7 - Pour N = 1, déterminer le vecteur de Poynting f_{(x,t) de T'onde
résultante et calculer sa valeur moyenne.

Problémes ouverts

Exercice 4 solution p.7?7
Dans un four microonde, générant une onde de fréquence f = 2,45 GHz,
des chercheurs thailandais ont placé une feuille contenant du chlorure de
Cobalt, indicateur coloré sensible & la température. La premiere feuillet
est placée a une hauteur y = 12 cm, la seconde & une position x = 18 cm

et la troisieme a z = 13,25 cm comme indiqué sur la figure ci-dessous.

— 26.5 —»i
36/

w 24

1
X 12 £ i
L/ 2
18 [}

z « 3255 |
Absorber Absorber Absorber
(a) x-z plane (b) y-z plane (c) x-y plane

Apres chauffage, les feuilles ont les aspects suivants :

e—— 26.5 cm———>

26.5 cm 36 cm
36 cm ‘
24 cm 24 cm
X Y { y {
(—>z [—> z L»x
(a) (b) (c)

Figures tirées de Three-dimensional standing waves in a microwave
oven, Am. J. Of Phys., 2010.

Montrer que les observations expérimentales sont compatibles avec la
relation de dispersion du vide. On suppose que le champ électrique s’écrit
E(z,y,2,t) = Egcos kg cos kyy cos k,z coswt €.

Les difficiles

Exercice 5 D’apres Centmle 1,1,

solut won p.

On étudie une cavité constituée de deux plans z
parfaitement conducteur d’équation z = 0 et
z = h. L’intérieur de la cavité est supposé vide
de charges et de courants

J.B
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On envisage la propagation, dans cette cavité,

d’une onde électromagnétique plane, progres-

sive et monochromatique. La longueur d’onde

An, la pulsation w,, la fréquence f, et le mo-

dule du vecteur d’onde k,, de cette onde sont

indexés par 'entier n strictement positif. Le champ magnétique de cette
onde se met sous la forme By, (z,2,t) = Bon(2) cos(wnt — kpz) €y

1 - Définir chacun des termes : « onde électromagnétique », « plane »,
« progressive » et « monochromatique ».

2 - Ecrire les equations de Maxwell vérifiées par B a lintérieur de la
cavité et établir I’équation aux dérivées partielles vérifiée par By, (z). On
ne cherchera pas a résoudre cette équation.

3 - Determiner a partir de I’équation de Maxwell-Ampere, les compo-
santes du champ électrique E(z,2,t) en fonction de ky, wy, ¢ Bo(z) et
B (2).

4 - En appliquant les relations de passage pour le champ électrique,
montrer que B{(0) = Bj(h) = 0.

5- On admet que la solution du champ magnétique se met sous la forme :

—

By (z,2,t) = Bg cos(K, 2) cos(wnt — knx) €,

avec K, = w2 /c? — k2 =nr/h.

Rappeler les relations de passage pour le champ magnétique aux deux
interfaces en z = 0 et en z = h. Etablir les expressions des densités
surfaciques de courant correspondantes 531(33, z=0,t) et a2 (x,z = h,t).
6 - Pour estimer les pertes dissipées par effet Joule, on suppose non
infinie la conductivité du métal et on pose une densité volumique de
courant ; circulant uniquement sur une épaisseur o, = \/2/(uoywn) ap-
pelée épaisseur de peau telle que

- {jsn/dn si0>x>—0

In = .
0 sinon

Calculer la puissance dissipée par effet Joule dans un morceau de conduc-
teur de coté L x L

> 0? 0? 02

Données AA=AA e, +AAy e, +AA e, ou A= 922 + a—yQ + 9.2
- (OAL O0Ay 0A, OA,\ 0A, 0A;\
A= (G- ) a+ (G -5+ (G -5 ®

J.B
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Exercice 6 D’aprés CCP 17
solution p.?7?

Depuis son invention, le four ‘

a micro-ondes a immédiate- ps -

ment envahi les cuisines des /,// e ’

particuliers. On s’intéresse - .

ici & un modele simplifié de P e

son fonctionnement et de la i e

protection de sa paroi. e

La fréquence des ondes uti-
lisées dans un four a micro-
ondes est généralement égale
a 2,50 GHz.
1 - Justifier, a 'aide d’un calcul, pourquoi les ondes utilisées dans le
four & micro-ondes sont qualifiées d’ondes centimétriques.
2 - Les fours a micro-ondes peuvent parfois perturber les liaisons Wi-Fi.
Nommer le phénomene responsable de cette perturbation et déduire la
fréquence des ondes Wi-Fi en justifiant la réponse.
Dans un modele approché simplifié, on considérera le four a micro-ondes
comme un parallélépipéde rectangle d’arétes paralleles aux axes Oz, Oy
et Oz, Oz étant la verticale ascendante et de faces d’équations : x = 0
etx=d;y=0ety=d;z2=0et z2=4d"
On mene une étude simplifiée de 'onde présente dans le four a micro-
ondes. On admet que 'onde résultante a I'intérieur du four s’écrit sous
la forme

E(z,y, 2, t) = Eo(z) cos(wt — kz) €y
ot Eg(x) n’est pas une constante mais dépend effectivement de x, w est
la pulsation de ’onde et k la norme du vecteur d’onde associé.
On suppose que le four est vide, c’est-a-dire sans aliment et donc rempli
d’air, de caractéristiques assimilables avec une excellente approximation
a celles du vide.
3 - Ecrire les quatre équations de Maxwell dans le vide, sans charge ni
courant.

4 - Montrer que ’équation de propagation relative au champ E est :

0°F

o =Y

AE — EQl0
5- A partir de 'équation précédente, déterminer 1’équation différentielle
que doit nécessairement vérifier Eq(z).
6- A quelle condition sur w, v’k et ¢, la solution de cette équation est-elle
oscillante 7 On admet pour la suite que cette condition est satisfaite.
On rappelle la relation de passage du champ électrique E a Dinterface
entre deux milieux différents indicés 1 et 2

. . o,
Ey — Eq = —ni12
€0

avec o la densité surfacique de charge au niveau de l'interface entre les
deux milieux et 719 le vecteur unitaire directeur normal & la surface allant
du milieu 1 au milieu 2.

On suppose que les parois du four & micro-ondes sont des parois épaisses
constituées de conducteur parfait. On peut montrer que le champ élec-
trique a l'intérieur d’un conducteur parfait est nul.

7.a - En déduire que le champ électrique total est nul au niveau des
parois z = 0 et x = d.

7.b - Ecrire les conditions aux limites que cela impose pour Eo(x).

8 - Montrer que cela entraine

nmx
Eo(z) = Asin (7)
avec A une constante qu’on ne déterminera pas et n un entier.
En déduire la relation de dispersion entre n, d, k et w.

c o .
Exercice 7 D’apres Mines-Ponts 09, Omls 09&;/%7%1% é}é}
On étudie la réflexion d’une onde électro- VA
magnétique monochromatique en incidence ) ,

. o . > vide | meétal
oblique sur un miroir métallique parfaitement
conducteur. L’espace est rapporté au repere ™\
(O, €y, €y, €-). Le demi-espace x < 0 est le vide 0

A\ A

7 IB
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et le demi espace x > 0 est rempli par un mé-

tal de conductivité électrique infinie. L’onde

incidente est une onde plane progressive mo-

nochromatique de pulsation w, de longueur

d’onde A, polarisée rectilignement dans la direction €, et se propageant
dans la direction donnée par le vecteur d’onde k; = k(cost €, + sinf €y)
ou k = 2m/\.

1 - Donner 'expression des champs électriques et magnétiques incidents
notés EZ et EZ

On note pour l'onde plane réfléchie, w, sa pulsation, k, son vecteur
d’onde, ET et ﬁr les champs de 'onde réfléchie.

2 - Donner 'expression de Er et ]§r

3 - Déterminer les expressions réelles du champ électrique Etot et ]§mt
résultant de la superposition des ondes incidente et réfléchie dans le demi-
espace x < 0.

4 - Donner I'expression du vecteur de Poynting II ainsi que sa valeur
moyenne.

Exercice 8 solution p.7?7

On considere un guide planaire entre 2 mi-
roirs parfaits (conducteurs électriques par-

MM

faits). Voir la figure. On souhaite déterminer

la relation de dispersion et le profil modal des Z‘
modes guidés polarisés TE (transverse élec- d .
trique). Le champ électrique s’écrit X

E(7) = E(x)e!Pv—bg,
et suit I’équation de propagation

E €1 (?QE

2 0

avec le Laplacien

9?E, + 9%E, + 9%E,

Ox2 Oy? 022
= _ | 0°E, | 9%E, 0’E,
AE = Ox2 + Oy? + 0z2

0’E, 9%E, 9%E,
Ox2 + Oy? + 0z2

1 - Montrer que I’équation d’onde conduit a

2 T w2
72D 15— e)

2 - En déduite la forme générale du champ électrique E(z).
3 - Le champ électrique est nul dans les conducteurs parfaits E(x = 0) =
0 = E(z = d). En déduire

E(z) = Dsin(prz/d) ,p =1,2,...

ou D est une constante (ne pas chercher a I'exprimer).
2 - La constante de propagation du mode TE, est telle que

- w2 pir
b = 27 7p
En déduire que la cavité supporte un mode guidé TE,, pour des épaisseurs
A
dp P p§

Commenter

4 - En considérant une cavité d = A/(2). Tracer le profil du champ
électrique E;(2).

5 - Pour une cavité de d = A/ny. Tracer le profil des champs électriques
Ei(z) et Ea(2).

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

Exercice 9 solution p.7?7

On modélise I’émission d’un émetteur fluorescent par un dipole oscillant
P = poe “'€,. Dans le repere sphérique, le rayonnement dipolaire dans

le vide se met sous la forme (cf chap. ?7; kg = 27/\ = w/c).

Q= Po i(kor—wt .
B = PO gitoron | (1, R
(T) 47r€06 <r3 7

La réflexion du rayonnement dipolaire sur le
miroir parfait peut étre modélisée par un di-
poéle image qui reproduit la condition de po-
tentiel nul sur le miroir, comme présenté sur
la figure.

1 - Exprimer le champ réfléchi (assimilé au
champ du dipole image) a la position du di-
pole source (orienté parallelement au miroir). ai v
Prendre soin de définir les coordonnées sphé- |
riques par rapport au dipole image.

2 - Le taux d’émission de I’émetteur dipolaire
s’exprime selon

V=0

T 6meg
— =14
FO kgp%

Im[p* - E,]

ol Er est le champ réfléchi a la position du dipdle source. Montrer que

r ] 3 (sin(2k:0h) cos(2koh) sin(QkUh))

Lo 2\ (2keh)®  (2koh)2  (2koh)

3 - Pour un dipdle dans une cavité, il faut tenir compte des dipoles
images associée a chaque miroir (dipoles image du dip6le source mais
aussi dipoles images par un miroir du dipdle image de 'autre miroir).
En déduire qu’alors

I.

La figure représente 1’émission di- 3
polaire en fonction de la taille de 25!
la cavité. Commenter sachant que
le taux d’émission est proportion-
nel aux nombres de modes guidés
(émetteur ne peut émettre que si 1-
la lumiere peut se propager dans le
guide). Il faut aussi que I’émission
puisse se coupler au mode guidé o o5 1 15 2 25 3
donc le taux est proportionnel au @

profil modal a la position de I’émetteur, dans un mode existant.

4 - Expliquer qualitativement ’absence d’émission pour d < A/2, et la
forte augmentation pour d = A\/2 et d = 3)\/2. On pourra s’aider de
I’exercice précédent.

5 - Pourquoi aucune augmentation n’est observée pour d = A7 On peut
s’appuyer sur les profils modaux TE; et TEy obtenus & l'exerice [§

1.5-

T/r,

0.5-

Corrigés

Relation de passage

1 - Composantes normales

Dans le cas idéal du conducteur parfait, les charges sont confinés a la surface
de sorte que la description associée est une distribution surfacique o. Il en va
de méme pour les courants surfaciques. Considérons une interface définie par

r 3 = p—1 (sin(pkod)  cos(pkod)  sin(pkod)
TP (Gt~ Gk ko )

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

z = 0 séparant un milieu conducteur du vide. Appliquons le théoréme de Gauss
a une surface cylindrique de rayon a et de hauteur 2¢ a cheval sur les deux

milieux (cf. fig. [13)).

x. X SI ]1 _}y

m
e
Y

FIGURE 13 — Surface et contour utilisés pour les relations de continuité.

On peut écrire :

€0 €0
Dans le cas ou € << a, seules les contributions sur les surfaces supérieure et
inférieur interviennent pour le calcul du flux :

E.(z = +e)ma® —E,(z = —¢)ma® =

€0
On en déduit que la composante normale a I'interface est discontinue pour le
champ électrique :
E.(2=0")-E.(2=07) =0/eg
Un calcul analogue concernant le champ magnétique permet de conclure a la

continuité de sa composante normale. Comme B est a flux conservatif :

#§d§ =0=B,(z =+e)ma®*—B,(z = —¢) soit B,(2=0")=B,(2=0")

2 - Composantes tangentielles

Afin de déterminer les relations associées aux composantes tangentielles,
considérons une ligne fermée C rectangulaire de cotés a x 2¢ (cf. fig. . L’équa-
tion de Maxwell-Faraday sous sa forme intégrale donne :

%E Al = —icb(ﬁ)
c dt

Pour € <« a, les contributions a l'intégrale de contour sur les parties verticales
sont négligeables :

%E-dZ:Ey(z:—s)xa—Ey(z:—i-s)xa

Par définition, le calcul du flux dans le cas ou la surface est tres faible devant
I’échelle de fluctuation du champ magnétique s’écrit :

®(B) =B, xag ~ 0

e—0

Par passage a la limite € — 0, on en déduit que la composante tangentielle du
champ électrique est continue. Un raisonnement analogue sur un contour dans
le plan Ozz donne la continuité de la composante selon Ox :

E;(2=07)=E;(2=0") et E (2=07)=E,(2=0")

Concernant le champ magnétique, sans perte de généralité, orientons 'axe Ox
dans le sens de la densité de courant surfacique. L’équation de Maxwell-Ampere
sous forme intégrale s’écrit :

_ - d _
% B.-dl = ,UJOIenlace + MOE*Q(E)
. dt

Pour € < a, les contributions a l'intégrale de contour sur les parties verticales
sont négligeables :

§I§§~d[:By(z:—e)xa—By(z:+s)xa

Le courant enlacé, défini a partir de la densité de courant vaut : Iepjgee = s X @.
Le flux de champ électrique s’annule lorsque € — 0 :

O(E)=E, xac ~ 0

e—0

Par passage a la limite ¢ — 0, on en déduit que la composante tangentielle
du champ magnétique est discontinue.

By(z =07) - By(z = O+) = [oJs

J.B



CHAPITRE 1. REFLEXION SUR UN METAL PARFAIT

3 - Ecriture vectorielle

Notons 7119 = €, le vecteur normal & l'interface, orienté de 1 vers 2. Le produit
scalaire entre ce vecteur et le champ électromagnétique donne la composante
normale a l'interface tandis que le produit vectoriel fourni un vecteur composé
des composantes tangentielle a I'interface. Les relations de continuité pour les
composantes tangentielles du champ électrique et normale pour le champ ma-
gnétique peuvent s’écrire sous la forme :

— —

ﬁm/\(Eg—EﬂZ(j et (BQ—Bl)'ﬁlg =0
ou (E2,B2) correspondent aux champs sur la face supérieure (orientée par 7i12)
de linterface et (Eq,B2) aux champs sur la face inférieure. D’une maniére ana-
logue, la discontinuité de la composante normale du champ électrique et tan-
gentielles pour le champ magnétique s’écrit :

— —

fiia A (Ba — B1) = pojs et (Bo—Ey)-iie = 0/eo

Il est possible de compiler toutes ces relations sous une forme vectorielle.
Pour le champ électrique, la relation de passage se résume a :

= = o
Eo —E;1 = — 12

Le produit scalaire avec 77 redonne la relation de discontinuité sur la composante
normale et le produit vectoriel celle sur les composantes tangenielles. Pour le
champ magnétique, la relation de passage se résume a :

Bo — By = pojs A tin2

J.B
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