Chapitre

Equations de Maxwell

Vers 1865, James Clerk Maxwell parvient a synthétiser les travaux de ces
prédécesseurs concernant 'induction, 1’électrostatique, la magnétostatique. Il
pose les bases de ’électromagnétisme moderne reliant ainsi le champ électrique
E au champ magnétique B. Le lien entre ces vecteurs nécessitent un formalisme
utilisant des opérateurs mathématiques qui sont introduits en début de chapitre.

I. Opérateur divergence et flux de champs

1 - Equation de Maxwell-Gauss

a) Théoréme de Green-Ostrogradski

Nous avons établi le théoreme de Gauss au chap. ?77. 1l relie le flux de champ
électrique a travers une surface fermée S a la charge qu’elle contient (Qine) :

B (E) = ﬁéﬁ'd* _ Qint

Nous cherchons a établir une as
forme locale de cette équation qui F ">
relie directement le champ E(M) en

un point M aux caractéristiques lo-

cales du systeme. Le théoreme de ‘ ’

F1omerre 1 9 — Qurface formdbe of voliime

95]

U FIGURE 1.1 — J.C Maxwell au centre, entouré de K. F. Gauss (en haut a droite,
puis dans le sens horaire), A-M. Ampere, M. Faraday et J. J. Thomson.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

Green-Ostrogradski qui permet de
transformer le flux d’un champ vec-
toriel sur une surface fermée par

une intégrale de volume.

-

.iPropriété S

Pour un champ vecto-
riel F(M), Le théoréme
de  Green-Ostrogradski
transforme le flux de
champ sur une surface
fermée en une intégrale
volumique dans le volume
contenu dans la surface
fermée :

#ﬁ.dé:/// div Fdy
S %

N

ou :

e V est le volume;

e S est la surface fron-
tiere de V

o dS est le vecteur nor-
mal a la surface, di-
rigé vers l'extérieur
et de norme égale a
I’élément de surface
qu’il représente.

Pour une distribution volumique de charge p, I’écriture du théoréme de Gauss

#E-d@zQint:l///pdV
S €0 €0 %

Le théoreme de Green-Ostrogradski permet de tout ramener a une seule inté-

devient :

grale de volume :

///Vdivf)dv = ;Mjpdv soit ///V(divﬁ_p/go)dy —0

La surface fermée et son volume associé étant quelconque, on en déduit ’équa-
tion de Maxwell-Gauss : divE = %.

( N
{p Définition :

L’équation de Maxwell-(GGauss relie une source de champ électrique : la
charge volumique p au vecteur champ électrique Ea partir de 'opérateur
divergence :

divE = £
€0

oll g = 8,85.10712 F.m™! est la permittivité du vide

b) Opérateur divergence

4 N
¢ Définition :

L’opérateur divergence représente le flux par unité de volume d’un vecteur

au travers d’une surface fermée infinitésimale (pour plus de détail, voir

annexe . En géométrie cartésienne, 'opérateur divergence s’écrit :

OE, OB, OE,
+ =L+

divE = Ox oy 0z

La figure représente quelque cas usuels associés a différentes valeurs de
div E. En fonction de la forme locale des lignes de champ, il est possible d’at-
tribuer un sens au signe de I'opérateur divergence.

e divE >0 correspond & un flux de E sortant du volume infinitésimal ;

e divE<0 correspond a un flux de E rentrant du volume infinitésimal ;

e divE = 0 correspond a une conservation du flux dans le volume infinitési-
mal.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL
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FIGURE 1.3 — Hlustrations simplistes de I'opérateur divergence.

L’opérateur divergence dépend du systeme de coordonnées et ne prend une
forme simple qu’en géométrie cartésienne. Il sera donné si nécessaire pour des
repéres cylindrique ou sphérique. En coordonnées cylindriques, il s’écrit :

divD — 10rU, 10Uy  0U;
o Or r 00 0z
Pour les coordonnées sphériques :
2 .
divD = 1 0r*U, 1 dsin AUy 1 0Ug
r2 Or rsinf 00 rsinf dyp

Remarque 1:

L’équation locale de Maxwell-Gauss est valable méme si la charge dé-
pend du temps : p(M,t), tandis que 1’équation intégrale n’est valable
que dans le régime statique ou bien revient a supposer une transmis-
sion instantanée des fluctuations des charges au point d’observation.

La mise en forme locale des équations par Maxwell a conduit a établir que
les champs se propagent (voir les chapitres suivants) et que les interactions
électromagnétiques ne sont pas instantanées. Décrire les interactions physiques
par des champs plutét que par des forces est fondamental pour comprendre leur
caractére non instantanée. Ainsi, la relativité générale s’appuie sur la notion
de champ gravitationnel (et non plus de force gravitationnelle) et conduit &
définir des ondes gravitationnelles qui se propagent avec une vitesse finie (la
vitesse de la lumiére). Contrairement & ce que peut laisser penser la loi de

gravitation universelle, 'attraction gravitationnelle entre deux masses n’est pas
instantanée.

e N
y 4 Exemple 1

On considere une boule chargée uniformément en vo-
lume. 1 - Déterminer le champ électrique a l'intérieur
de la sphere.

2 - En admettant la continuité du champ électrique,
déterminer le champ a ’exterieur de la sphere.

Données : 9,2
R 1 or<U, 1
leU = 7"72 a’l“

0sin Uy 1
00

0U,
rsinf Odp

rsin @

J

Pour s’entrainer : exercice 77

1 - Considérons un point M quelconque a l'intérieur de la boule, tout plan
contenant OM est un plan de symétrie des charges, on en déduit que le champ
E(M) appartient a Iintersection de ces plans : E(M) = E,.(r,0,¢) &,

La distribution de charge étant invariante par rotation selon 6 et ¢, on en déduit
que

E(M) = E,(r) &,

Appliquons I'équation de Maxwell-Gauss, seul le terme radial E, est non nul.

La résolution de cette équation conduit a :

or’E 3
A\ r(7) — L2 it r?E,.(r) = L + Cte
or €0 €0 3

d’ou E.(r) = £% 4+ Ct/r?

g0 3
Le champ ne pouvant diverger en r — 0, on en déduit que la constante d’inté-

gration est nulle :
pr
€0 3

E.(r) =

Le champ est identique & celui trouvé avec le théoréme de Gauss (cf. chap. ?77?).

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

2 - A Dextérieur de la sphere, il n’y a pas de charge volumique. L’équation de
Maxwell-Gauss s’écrit : div E = 0. On obtient donc :
1 Or?E,(r)
r2  Or

En isolant le champ, il vient :

=0 soit 7°E.(r)=C

C

E.(r) = )

En utilisant la continuité du champ électrique :

C

E.(R) = RZ= pR/3go soit C = pR3/3eg

Le champ a l'extérieur de la spheére vaut donc :

pR® 47R®*/3xp ¢

4mr? A2

On retrouve bien le champ associé a une charge ponctuelle.
2 -

E.(r)

380T2

Equation de Maxwell-Thomson

Le champ magnétique est dit a flux conservatif. C’est-a-dire que son flux a
travers une surface fermée est nulle :

@s(ﬁ)zygéﬁ.d*szo

Ainsi, en utilisant le théoréeme de Green-Ostrogradski, le flux nul du champ B
sur toute surface fermée conduit a ce que pour tout volume :

/// divBdV =0
%

Cette propriété devient localement I’équation de Maxwell-Thomson : div B =0.

¢ Définition :
L’équation de Maxwell-Thomson (également appelée Maxwell-flux) tra-

duit localement le fait que le champ magnétique est a flux conservatif :
divB = 0.

' )
y 4 Exemple 2

On considére une spire située dans le plan hori- A
zontal, de centre O, d’axe Oz, de rayon a, par- M
courue par un courant Iy. La norme du champ

magnétique en un point de I'axe Oz, de cote z

tel que z > a vaut : Q@
I

piol a®

B(M S OZ) = 7z3

1 - Justifier précisément la direction du champ pour un point de ’axe
Oz.

2 - Dans un plan contenant Oz, tracer I'allure des lignes de champ.

On considére un point M repéré en coordonnées cylindriques (r,6,z) au
voisinage de ’axe. On cherche a déterminer une expression approchée du
champ magnétique au point M.

3 - Montrer que sur la base locale des coordonnées cylindriques, une des
composantes de B(M) est nulle.

4 - Pourquoi peut on assimiler la composante axiale B,(M) a B(z,r = 0)
5 - Que vaut le flux du champ magnétique a travers une surface fermée ?
Quelle est I’équation locale associée ?

6 - Déterminer au voisinage de ’axe la composante radiale du champ
magnétique. Commenter

- 10rU,

:divU = — 19Uy
r Or

r 00

ou,
0z

Données

Pour s’entrainer : exercice 77

1 - Tout plan contenant Oz est plan d’antisymétrie pour le courant. On en
déduit que pour un point M de 'axe Oz, le champ B(M) est porté par €.

2 - Une spire parcourue par un courant peut étre assimilée a un dipdle, I'allure
des lignes de champ est de la forme ci-dessous.

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

ILZ
«s M
O X
_— ¥
|

3 - Pour un point en dehors de I’axe, le plan (M, &,,€>) est un plan d’antisy-
métrie pour le courant, le champ magnétique est donc contenu dans ce plan,
on en déduit que le champ n’a aucune composante selon €y :

B(M)- & =0
4 - D’apres 'allure des lignes de champ, au voisinage de 'axe le champ est
principalement selon Oz. Pour un point peu éloigné de ’axe, la faible courbure
des lignes de champ permettent de supposer que le champ en M est voisin de
celui de l'axe.
5 - Le champ magnétique est a flux conservatif, son flux a travers une surface
fermée est nulle. L’équation locale associée est divB = 0.
6 - En utilisant la formule proposée, on en déduit que :

1 orB, 0B, _ 0
r or oz
En assimilant le champ longitudinal & la valeur obtenue sur ’axe Oz, on obtient :

1B, 9 (ﬁm1a2>

_ 3Buol a?
T2 A

r Or 0z \ 2 23

L’intégration de cette équation donne :

3pol a’r
B, (r,2) = 4 A

La contribution radiale est d’autant plus importante que la distance r a ’axe
Oz est importante. Cela se traduit sur la figure ci-dessus par une inclinaison
des lignes de champ de plus en plus prononcée a mesure que ’on s’éloigne de
I'axe Oz.

3 - Equation de conservation de la charge

a) Démonstration 1D

Considérons un barreau de faible diametre devant sa longueur soumis a une
différence de potentiel entre ses extrémités. On note j(x,t) la densité de courant
a l'abscisse = a l'instant ¢. On note p(x,t) la densité volumique de charge (cf.

fig. .

\ \ \

\ 6Q y ) - §

\ entrant i | Q tant

R e

I - “ I “ I N
/ Je—>' > Jjlxtdx,?) Ox

Y

X x+dx

FIGURE 1.4 — Bilan de charges a une dimension.

Appliquons la conservation de la charge a une tranche de largeur dz pendant
un intervalle de temps dt. La charge de cette tranche évolue durant l'intervalle
de temps dt du fait que des charges entrent dans la zone (§Qentrant)) Ou sorte

(6Qentrant) :
5Q(t + dt) - 6Q(t) = 5Qentrant - 6Qsortant

La charge contenue dans la tranche d’épaisseur dx s’écrit :
0Q(t) = p(z,t)Sdx et 6Q(t +dt) = p(x,t + dt)Sdx

Les charges entrantes et sortantes s’écrivent en fonction de la densité de cou-
rant :
5Qentrant = j((l),t)Sdt et 5Qso7"tant = ](x + d{L‘,t)Sdt

On obtient apres division par Sdx x dt :
d¢ - dx
On reconnalt un taux d’accroissement temporel pour la charge volumique et

spatial pour la densité de courant. Ainsi dans la limite ou dx — 0 et dt — O,
on obtient :

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

G 05 00 0
o or O g tar 0

b) Généralisation 3D

En 3 dimensions, il suffit de rajouter les flux selon Oy et Oz, pour aboutir a
I’équation locale de conservation de la charge en géométrie cartésienne :

0p  OJs ajy 07 .
ot " ox "oy "oz 0
divf

( ’ . . \
¢ Définition :
La conservation de la charge se traduit localement par I’équation suivante :
dp =
— +divy =0
ot J

ol p est la charge volumique et ;le vecteur densité de courant.

En utilisant la signification de 'opérateur divergence, on remarque que si
divf < 0, cela signifie que localement, sur un volume infinitésimal, le flux de
charge est négatif, c’est-a-dire qu’il y a plus de charges qui arrivent que de
charges qui partent. On en déduit une augmentation de la charge en fonction
du temps soit dp/0t > 0.

II. Opérateur rotationnel

1 - Equation de Maxwell-Faraday

a) Théoréme de Stokes

La Loi de Faraday relie la force électromotrice apparaissant dans un circuit
électrique C en raison des fluctuations temporelles du champ magnétique a

travers la surface S de ce circuit :

_ des(B)
dt

e =

Or la force électromotrice correspond a une circulation du champ électrique :

e—fﬁ.c@
C

La loi de Faraday peut donc s’écrire sous la forme intégrale suivante :

%E.dq:_d//ﬁ.d*
c dt JJs

Un contour fermée et orienté définit sans ambiguité une surface (cf. fig. .
En analyse vectorielle, 'opérateur rotationnel permet de transformer une inté-
grale sur un contour fermé en une intégrale sur la surface associée au contour
fermée.

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

- o

\ rot F a3

3
— S
F

FI1GURE 1.5 — Contour fermé orienté et surface associée.

L’utilisation du théoréme de Stokes permet de ne faire apparaitre que des
intégrales de surface. Les surfaces choisies étant immobiles dans le référentiel
d’étude, il est possible d’intervertir dérivation et intégrale :

9B -

- = d — —
tE - = —— B-dS=— — - dS
//sro dt//s /s ot

Cette relation est valable pour tout type de circuit C de surface S. L’équation
de Maxwell-Faraday traduit 1’égalité des intégrandes :

S

OB

tE=——
ro 5

( N\ )
¢ Définition : {p Définition :
En analyse vectorielle, le théoreme de Stokes, affirme 1’égalité entre I'inté- La loi de Maxwell-Faraday relie une source possible de champ électrique :
grale du rotationnel d’un champ vectoriel sur un contour fermé et le flux une variation temporelle de champ magnétique par 'opérateur rotation-
de ce champ a travers la surface définie par le contour (cf. fig. [1.5) nel : .
o5 = 0B
3 5 - rotE = ———
%F-dﬁ://ro‘cF-dS L ot )
C S
ou :
b) Expression de ’opérateur
e C est le contour fermé;
o S est la surface définie par C; - —— N
- . L . {p Définition :
e dS est le vecteur normal a la surface, dirigé vers l'extérieur et de , . , . . . ,
i s 5 : L’opérateur rotationnel représente la circulation par unité de surface d’'un
norme égale a 1’élément de surface qu’il représente. 2 & At 2 Rt 2t
\ J vecteur sur un contour fermé infinitésimal. En géométrie cartésienne,

I’opérateur rotationnel s’écrit :

-

rot]:j: (

—

€x

OE, _ OEy )

- ok, OE,
oy E ( N )

. OE OE,,
‘o 0z ox ( c - )

“ Ox oy

L’opérateur rotationnel peut s’écrire comme un produit vectoriel entre ’opé-
rateur de dérivation et le vecteur utilisé en coordonnées cartésiennesl] :

OE, 0K,

oy 9:
_ oE. 0E,
| 9z oz

0B,  OE,

Oz oy

La valeur de rot E renseigne sur la rotation des lignes de champ. Les lignes de

champ s’enroule de maniére directe autour de axe du vecteur rot E. L’utilisa-
tion de sa main droite permet de relier ’axe du rotationnel aux lignes de champ

1. Tout comme l'opérateur divergence, I’expression de 1'opérateur rotationnel dépend du

systéme de coordonnées utilisé.

J.B



(cf. fig [[.6). Il est également possible d’appréhender cet opérateur comme une (

intégrale de contour par unité de surface (cf. annexe .

4’4}

rot E
e om e e —— .—_ R ™ 0w
s o e e —— ~N RN w
L2 NN
S S NIRRT
e \\ XA
b/ L T S
‘lk It t+ 1
Vo A R T

———— Fd
NN
N w -w —m e—m e — —— =~~~ o~ "

FIGURE 1.6 — Illustration de 'opérateur rotationnel.

c) Symétrie

L’équation de Maxwell-Faraday rot E=—

—

o ot 5 de propagation des ondes jusqu’au point d’observation
de B au champ électrique par un produit vectoriel di & 'opérateur rot. Les
plans de symétrie pour 'un sont donc inversé pour l'autre.

relie une variation temporelle

g
.i Propriétés :

e Tout plan de symétrie du champ magnétique B est un plan
d’antisymétrie du champ électrique généré par B.

o Tout plan d’antisymétrie du champ magnétique B est un plan
de symétrie du champ électrique généré par B.

J/

\

Z Exemple 3
On considere un fil étiré sur une
longueur L parcouru par un courant
i(t) = Ipcoswt.
1 - A quelle(s) condition(s), le champ

le

N

{

Q
)
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N
magnétique engendré par le fil peut

étre obtenu par application du théoréme
d’Ampere? On obtient alors

S poi(t)
B(Mt) = ——¢€
(M) orr 0
2 - Déterminer 'orientation du champ
électrique et ses invariances.

3 - En déduire le champ électrique dans une zone de I’espace respectant

1.
Domnees oo, oUsy . 0U, GU. . 1 0rUs U
. 0= (05— %) o+ (o - o) a+ (55— e )

Pour s’entrainer : exercice 77

1- Le théoreme d’Ampere nécessite ’approximation d’un fil quasi-infini, valable
pour 7 << h et M loin des bords. Pour une variation temporelle du courant, il
faut que la période des fluctuations de courant soit tres supérieure a la durée

2w T
d’ou — >> —

w C

2 - Le plan (M, €, €p) est un plan de symétrie du champ magnétique. Ce dernier
dépendant du temps, il est source d’'un champ électrique. On en déduit qu’il

s’agit d’un plan d’antisymétrie du champ électrique, ainsi : E(M) = E,(r,0,2) €.

Le champ magnétique est invariant par rotation selon 6 et translation selon z.
On en déduit que : E(M) = E,(r) €.

S OF
3 - Le rotationnel se simplifie alors en : rot E = — 3 Z &p.
r
OF 0B
L’équation de Maxwell-Faraday selon €y permet d’écrire :— 3 2 = 5
,
OE Tow sin wt [gw sinwt
soit 2 _BooWSIBER oo E.(r)= _HooW SR 1 + Cte
or 27r

27
En coordonnées cylindriques, il est de coutume de fixer le champ nul & une
distance arbitraire, que I’on notera ici d. Ainsi le champ prend la forme suivante :

Tpw sin wt
B () = - olowsinet ¢

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

Le fait que le champ électrique ne soit par borné est dii au domaine de de validité
de la modélisation. Soit a le rayon du fil, la modélisation filiforme conduit a
r > a. L’ARQS impose également : r < c¢/w.

2 - Equation de Maxwell-Ampére, statique

Le théoreme d’Ampere relie la circulation d’un champ magnétique sur un
contour au courant enlacé par ce contour :

% g : d_@ == /’LOIenlacé
C

Cette équation est valable pour un courant constant (ou lentement variables
ARQS). En utilisant I’expression du courant volumique, il vient, avec S la sur-
face définie par le contour C :

%E-d?zﬂo//j.d”s
C S

L’utilisation du théoréme de Stokes permet d’obtenir une version locale :

fg.dz://ratﬁ.d*szﬂo//;.d*s soit //(rStﬁ—uoj)~d§:0
C S S S

L’utilisation d’un contour quelconque permet de conclure que rot B = ,uoj.

r(‘ Définition :

La loi de Maxwell-Ampere statique s’écrit
rot B = ,uof

ou j est le vecteur densité de courant. En dehors des régimes quasi-
stationnaires, il est nécessaire d’ajouter un terme supplémentaire pour

valider 1’équation de la charge (cf. le §2 ).

J/

Maxwell employait des illustrations
mécaniques pour comprendre les liens
entre des phénomeénes électromagné-
tiques. Ainsi, il interpréte la formation
d’un champ magnétique en présence d’un
courant électrique comme des tourbillons
(hexagones) entourés de sortes de roule-
ments a billes. Le courant électrique est
associé au déplacement des billes qui met
en rotation les tourbillons magnétiques.
Tiré de Maxwell, On physical lines of
force (1861).

FIGURE 1.7 — Tourbillons magné\—

-
2 Exemple ‘ 0Oz4
Un cylindre infini d’axe Oz et de rayon R est parcouru par CD
une courant uniforme et permanent de densité j = jé,. N
1 - Justifier que le champ magnétique en un point M de T J
coordonnées (7,0,z) peut s’écrire sous la forme :

. O
B(M) = B(r) & lr
EEASS
2 - A l'aide de I'équation de Maxwell-Ampére, déterminer \T/
le champ magnétique créé a l'intérieur du cylindre.
Donnees o, ou ou, U 1,0rUy 09U
il = N A z 0\ - ro z\ o + TUg _ r\ -
0= (50— 50) o+ (Gr - 0)a+ (50 - )@
\_ J
Pour s’entrainer : exercices 77, 77
1 - Le champ magnétique est crée ici par une densité de courant. Le plan
(Mé,,é,) est un plan de symétrie pour le vecteur j, on en déduit que que

B est perpendiculaire & ce plan : B(M) = B(M)&. La densité de courant j
est invariante par translation selon z et rotation selon 6, on en déduit que
B(M) = B(r) puis B(r,0,z) = B(r) &.

2 - La simplification du rotationnel permet d’écrire :

- - 10rB
rotB = — " eé'z

1 0rBy
r Or

soit = ]
1 ar HoJ

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

Apres multiplication par r, lintégration de cette équation par rapport a r
donne :
2 te
T . .. r C
r x By(rit) = Hol +C" soit Bg(r,t) = pojsin wt§ + —
,
Le champ magnétique ne pouvant diverger en r — 0 (sinon, il y aurait une
énergie magnétique infinie), on obtient C* = 0.

III. Composition des opérateurs

1 - Propriétés d’analyse vectorielle
(‘ ° s , )
.-Proprlete :
La composition des opérateurs div et rot suivent les lois sui-
vantes :
e divrot E =0
e ot grﬁd\/ =0
o div gradV = AV ou A. est 'opérateur Laplacien défini en co-
ordonnées cartésiennes pas :
0’V 9’V 9%V
AV=—F+_———F+——
L oz oy 0z )

L’opérateur V (nommé nabla pour sa ressemblance avec une harpe hébraique)
est défini en coordonnées cartésiennes par :
- 0

V.= —¢&,
8xe+

dy
Cet opérateur permet d’écrire I'opérateur rotationnel et 'opérateur divergence
sous les formes suivantes : rot X = VAX et divX=V-X.

L’utilisation de 'opérateur nabla permet de retrouver les relations vectorielles

de composition des opérateurs : divrot X = ﬁ(ﬁ A )Z)

Par propriété du produit mixte, ﬁ(ﬁ A X) = 0. On retrouve bien divrot X = 0
Pour la relation rot grad f = 0, Dutilisation de Popérateur V donne :

rotgrad f = V A (Vf)
Le produit vectoriel de deux vecteur étant nul, on retrouve bien rot grﬁd f=0
De la méme facon, divgradV =V -VV = V2V = AV,

~

(@Remarque 2:

L’opérateur V est un outil pratique pour se rappeler les propriétés des
opérateurs. Il convient toutefois de garder en mémoire que la géomé-
trie conditionne 1’écriture des opérateurs. Par exemple, en coordon-
nées cylindriques, I’écriture avec unique opérateur V est impossible
en raison de la dérivée radiale :

- - - . . = 10rU, 10Uy 0U

\ gradf:%er—f—%%eg—l—%ez et leU:; arr - 899 (9;)

2 - Equation de Maxwell-Ampére

a) Le probléme statique

L’équation de Maxwell-Ampeére (rgtﬁ = Noj) établie a partir du théoreme
d’Ampere écrit sous forme locale de permet pas de vérifier I’équation de conser-

0 >
vation de la charge (a—'z + divj = 0). En effet, les propriétés des opérateurs

vectoriels assurent que div rotB = 0. En appliquant 'opérateur divergence a
I’équation de Maxwell-Ampere, on obtient donc une équation qui contredit
I’équation de conservation de la charge :

- = - =2 0
divrot B = podivj = 0 au lieu de divj = —a—lt)
Il est possible de rendre compatible toutes ces équations en rajoutant un terme
a ’équation de Maxwell-Ampere. En effet, en utilisant I’équation de Maxwell-

Gauss divE = p/€o, 'équation de conservation de la charge conduit a
div [j—F 507] =0
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

. OF
qui incite a définir une densité de courant jp = e9——, appelée courant de
déplacement. On peut donc conclure qu’il existe deux sources possibles pour le
champ magnétique : une distribution de courant ou une fluctuation temporelle

de champ électrique.

( ’ 3 . \
{p Définition :
La loi de Maxwell-Ampere relie les densités de courants et les variations
temporelles de champ électrique par 'opérateur rotationnel :

OE

ot B = poj =
ro HoJ + po€o En

b) Symétrie

L’équation de Maxwell-Ampere relie une variation temporelle de E ou une
densité de courant au champ magnétique par un produit vectoriel dii a 'opéra-
teur rot On obtient donc par le principe de Curle des plans de symétrie pour
E ou ] inversés a ceux du champ magnétique B.

p
.iPropriétés :
o Tout plan de symétrie du champ électrique E ou de la densité

de courant est un plan d’antisymétrie du champ magnétique.

e Tout plan d’antisymétrie du champ électrique E ou de la den-
sité de courant est un plan de symétrie du champ magnétique.)

On se propose de calculer dans I’exemple suivant le champ magnétique en-
gendré par une fluctuation temporelle de champ électrique.

Yy 2 Exemple 5
Les armatures d’un condensateur plan sont Oz
deux disques de rayon a, distants de e, d’axe |

un(]) | e

Oz. Le condensateur est soumis & une diffé-

e )
rence de potentiel u(t) = Up cos wt.

1 - A quelle(s) condition(s) le champ élec-
trique s’écrit a lintérieur du condensateur

—

E =

e
2 - Justifier ’'apparition d’un champ magnétique et déterminer son orien-

0 o
— coswt €.

tation.

3 - Déterminer 'expression du champ magnétique en utilisant I’équation
de Maxwell-Ampere.

Données fou,  ou oU, U, 1,0rUy  OU

TLTT 0 - TUg . Y\ -
60 = (55— 52) &+ ( ?) e+ )

r 00 0z 0z or or o0
1\ y,

Pour s’entrainer : exercice 77

1 - Les disques peuvent étre assimilés & deux plans infini si e < a.

2 - L’équation de Maxwell-Ampere stipule qu’une variation temporelle de
champ électrique conduit & l'apparition d’'un champ magnétique. Le plan
(M, €, €>) est plan de symétrie pour le champ électrique, donc un plan d’anti-
symétrie pour le champ magnétique. On en déduit que ]§(M) = By(r,0,2) €y.

3 - La simplification du rotationnel permet d’écrire :

187‘B9 z
r Or ©

- =

rot

Entre les armatures du condensateur, la densité de courant est nulle J = 0.
L’application de I’équation de Maxwell-Ampeére conduit a

oE

10rBy
5. — MoE 05 =

1 ~ HogoUow
r Or

sin wt
t e

Apres multiplication par r et intégration par rapport & r, il vient :

pogoUpw g cte

2 U
in wt% + Cte Hofo 0w si r

t,
nw 5 +

r X Byg = — soit By = —

Le champ magnétique ne pouvant diverger en r — 0 (sinon, il y aurait une
énergie magnétique infinie), on obtient C*® = 0.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

3 - Extension de I’électrostatique
a) ARQS
¢ Définition :

En électromagnétisme, I'approximation des régimes quasi stationnaires
(ARQS) consiste a considérer comme négligeable le temps de propagation
des ondes électromagnétiques (OEM) devant la période de fluctuation de
ses sources.

Le critere temporelle pour ’ARQS peut se décliner en comparant les distances
mises en jeu. Pour un champ électromagnétique dépendant du temps selon
une période temporelle T, la période spatiale associée A vérifie A = ¢T (ou
c=3-108m-s~! désigne la vitesse de 1’onde cf. chap. ??). Tout observateur
situé a une distance D d’un point quelconque des sources est dans le cadre de
I’ARQS si

D << A

En ordre de grandeur, lors de manipulation en séance de Travaux Pratiques, si
la fréquence du GBF est de f = 3 kHz, la longueur d’onde associée vaut :

¢ 3.10°

_ 5

Ainsi, tant que la longueur des cébles utilisés pour un circuit est inférieur a
100 km, PARQS est valide. En revanche, pour des fréquences plus élevées, par
exemple pour des téléphones portables, la fréquence utilisée est de 'ordre de
f =3 GHz, la longueur d’onde correspondante est :

¢ 3.10°
f 3.109

=03 m

La longueur d’onde est comparable a la longueur des cables utilisées en séance
de Travaux pratiques, il est donc tres difficile de faire de I’électronique sur
une paillasse a cette fréquence puisqu’il faudrait tenir compte du temps de

propagation du champ dans les fils. La tension ne serait pas la méme en deux
points d’un méme fil électrique.

b) Maxwell-Faraday

Nous avions vu dans le chapitre sur I’électrostatique (cf. chap. ?7) que le
champ électrique vérifie : E = —grad V. Au regard des propriétés des opéra-
teurs grad et rot, cette équation n’est valable qu’en négligeant les fluctuations
temporelles de champ magnétique. En effet, pour tout champ scalaire :

OB

ratgrédV =V AVV =0 au lieu de rot E = 5

.iPropriété :
Lorsque les variations temporelles du champ magnétique sont né-
gligeables, rot E = 0. Cette équation indique ’existence d’un po-
tentiel V tel que :
E= —grﬁd A%

La loi de Faraday n’est pas non plus compatible avec E = —grad V. En effet,
pour un circuit C plongé dans un champ magnétique variable, une f.e.m induite
apparait sous la forme :

¢= %E-d?: _d2(B)
- dt

Or, en utilisant 'expression E = —grad V, I'intégrale sur un contour fermée est
nécessairement nulle :

e:ygf)-dfz—%grﬁdV-dZ:—(V(M)—V(M)):0
C C

L’écriture du champ électrique en terme de potentiel est possible en utilisant
le potentiel vecteur A (cf. annexe. 77).

c) Equation de Poisson

Dans ’ARQS : E = —grgtd V, en utilisant ’équation de Maxwell-Gauss, il
vient :

div (—grad V) = gﬁ
0
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

En utilisant les propriétés des opérateurs (div orad. = A.), on en déduit
I’équation de Poisson :

AV+ L =0
€0

Cette équation est tres utilisée pour résoudre numériquement les problémes
d’électrostatique. Il est en effet plus facile de résoudre cette équation sur un
champ scalaire V(7) que sur un champ vectoriel E(F) Une méthode numérique
est proposée annexe

( )
Z Exemple 6 Une distribution de charges présentant une symétrie
sphérique autour d’un point O crée en un point M quelconque de I’espace
situé a un distance OM = r, un potentiel électrostatique de la forme

__ 4 —r/a
Vi) = dmegr c

1 - Déterminer le champ électrique E.

2 - Calculer le flux sortant ®(R) du champ E A travers une sphére de
rayon R centrée en O.

3 - En calculant ®(0) et ®(oc0), justifier que la distribution de charge est
une charge —q répartie dans tout ’espace associée a une charge ¢ centrée
sur O.

4 - Déterminer la distribution volumique de charge correspondante.
Donngées :

_ L 9/,0f L 00y, 1 &f
Al = r2 8r(r 87“) + 1"2sin080(8m989> + r2sin 0 O¢?
g J

Pour s’entrainer : exercices 77, 77

1 - Par définition, E = —grad V, on obtient donc

N E R

Fo 4 (L
dmeg \12  ar

2 - En tout point de la sphere, E L dS. La norme de E étant uniforme sur
cette surface on obtient

®(R) = E(R)S

La surface d’une sphere de rayon R étant 47R?, on obtient

®(R) = 47R>

1 1\ po
ez tap)e

soit d(R) = 4 (1 + E)G—R/a

€0 a
3 - Par application du théoréme de Gauss, si Q(R) est la charge contenue dans
une sphere de rayon R, alors

3(0) = L et ®(o0
€0

Or )=0

On en conclut que la distribution de charge est une charge ¢ centrée sur O
associée a une charge —q répartie dans tout 1’espace.
4 - En appliquant I’équation de Poisson, il est possible de calculer la distribution

volumique de charge : p = —ggAV. Apres simplification, il vient :
4 —r/a
= e
P= trra?

~

P
@Remarque 3:

Hideki Yukawa (prix Nobel 1949) montra dans les années 1930 que
ce type de potentiel permet d’expliquer 'interaction entre neutron
par la présence de mésons qui sont des particules chargées 200 fois
plus massives que les électrons. Ces particules sont considérées comme
virtuelles tant leur durée de vie est courte (< 1078 s). Initialement,
Hideki Yukawa avait nommé ces particules des « mésotrons », mais
Werner Heisenberg, dont le pére était professeur de grec a I’Université
de Munich, lui fit remarquer que le terme grec mesos ne possédait pas

de "tr", d’ou le terme de méson.
\\§ /

d) Loi des noeuds

En négligeant la dépendance temporelle de la charge volumique, la loi de
conservation de la charge dans ’ARQS devient : divf = 0. C’est-a-dire que le
courant est a flux conservatif. On retrouve ainsi une expression locale de la loi
des neeuds vue en électricité.

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

FIGURE 1.8 — Illustration de la loi des noeuds.

Sur la figure[1.8] considérons trois branches d’un circuit électrique, parcourues
par les courant i1, io et i3. Sur la surface fermée >, on a, dans 'ARQS :

#j.c@:o
by

Seules les contributions selon Si, Se et Ss sont non-nulles. En supposant la
densité de courant uniforme sur chacune des surfaces et en tenant compte de
Iorientation des vecteurs normaux, il vient :

#;.dgz// j’-d§1+// ;.d§2+// 7. ds,s
» S1 So S3

—Jj151
On en déduit que : —j1S1 + j2So + 4353 =0

J2S2 J3S3

soit 21 = 19 + i3.

& L’essentiel

Opérateurs

Les opérateurs vectorielles suivants s’écrivent en coordonnées carté-

siennes :
-~ = (0B, OE\ | 0E, O0E.\ | OE, OE;\ _
rOtE_(ay_&z)ex (37:_83: ‘v <8m_0y)em
-  O0E, OE O0E,
divE = g
o Oz + oy + 0z
- ov._, oV_, 0V
grad\/:%eac 8—yey+%ez
Equations de Maxwell
. Une distribution de
Maxwell-Gauss divE = o charge crée un champ
0 E
Maxwell-Flux divB =0 B est a flux conservatif.
L oB Une variation tempo-
Maxwell-Faraday rotE = T relle de B crée un champ
Un courant volumique
- = 2 OE | ou une variation tempo-
M 1I-Ampé¢ tB = — 5
i HoJ = Hogo Ot | relle de E crée un champ
B

Composition des opérateurs

L’opérateur divergence appliqué a ’équation de Maxwell-Ampere donne

I’équation de conservation de la charge :

dp

En +divj =0

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

En négligeant les variations temporelles de charge, divj = 0 se traduit
la loi des noeuds en électricité.

En électrostatique, rot E= 0, soit E= —grad V. L’équation de Maxwell-
Gauss en terme de potentiel donne 1’équation de Poisson :

divE = p/e soit AV +p/eg=0

I. Opérateurs

1 - Opérateur divergence

En coordonnées cartésiennes, calculons le
flux d’un champ E(:U,y,z) a travers un cube in- i -
finitésimal de c6té dx, dy, dz. Le cube étant de < ds
petite taille, le champ est supposé uniforme sur | - ds
chaque face de sorte, par convention, le vecteur
normal a la surface est dirigé vers ’extérieur, /y'

ainsi le flux est donné par :

d® = [Eg(x + dz,y,2) — Eg(2,y,2)] dydz + [Ey (z,y + dy,2) — Ey(z,y,2)] dzdz

selon x

+ [Ex(z.y,2 + d2) — E.(2,y,2)] dedy

En divisant par le volume infinitésimal dV = dx x dy x dz, on fait apparaitre
le taux d’accroissement selon chaque direction :

d® _ Eu(e +dey.2) — Bulwyz)
dy dx
Ey(x’y + dyvz) - Ey(xay’z) +
dy

E; ('x:yvz + dz) —E; ($7y7z)
dz

Par passage a la limite, on obtient :

d¢ O0E, O0E, OE. . =
v~ oz + oy + 0z = divE

2 - Opérateur rotationnel

Calculons la circulation du champ électrique
sur un contour 0C infinitésimal de coté dz x dy
dans le plan Oxy. On obtient en calculant dans
I'ordre MNPQ :

X x+dx

75 E-dl = E.(z,y,2)da+Ey(x+dz,y,2)dy—E; (z,y+dy,2)de—Ey (2,y,2)dy
6C
Faisons apparaitre un taux d’accroissement en factorisant par dzdy :

= 7 Ex i) _Ea: ) )
%E.M:dxd% (z,9,2) — Ea(2,y + dy,2)
6C

dy

Ey(x + dl‘,y,Z) B Ey(xayaz)
+ )
dz

Par passage a la limite, on reconnait I’expression des dérivées partielles ainsi
que la surface infinitésimale seln Oz :

ds
= - —~N 8E 8E
E-d¢d ~ dady(-—-"+"H
§éc & A=)
dz—0,dy—0

Les dérivées partielles correspondent a 1’expression du rotationnel selon Oz, on
peut donc écrire pour cette surface orientée selon + €, :

§£ B.d7 =Gt E - aS
oC

Un raisonnement similaire sur des contours orientés selon y et z aboutissent a
I’expression du rotationnel comme une intégrale de contour surfacique.

3 - Résolution numérique

L’équation de Poisson AV + L. 0 se résout par intégration numérique en
5

0
utilisant la méthode des éléments finis. En général, du point de vue numérique,
il est toujours intéressant de résoudre une équation sur un potentiel plutét que
sur un champ vectoriel présentant plus d’inconnues.

J.B



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE MAXWELL

Maillage

u=0

0 =0 1 T

FIGURE 9 — Méthode des éléments finis appliquée a un condensateur plan.

En 2 dimensions, sur un maillage régulier de c6té a, le potentiel peut étre
décrit comme une suite de valeurs indicés par i et j correspondant au numéro
d’une cellule de calcul. Notons V(z,y) le potentiel et V; ; son approximation
numérique telle que :

V(z =ia,y = ja) =V,

L’utilisation des formules de Taylor permettent d’approximer les valeurs des
dérivées. Sur l'axe Ox, on peut écrire :

_ 6V(.€1},y) a’ aQV(xay) a’ 83\/(1’,:{/) 3

V(l‘ + avy) - V(l‘,y) ta B 9 81'2 6 83}3 + 0((1 )
B N(zy)  a??V(zy) o PV(zy) 3
Ve—an) =Vey) -+ 5 e 5 a0

En sommant ces équations et en isolant la dérivée seconde, il vient :

2 _ _
9 \ég,y) _ V@@ +ay) + V(Z2 ay) = 2V(zy) o(a)

Ainsi, numériquement, la dérivée seconde en coordonnées cartésienne peut alors
s’exprimer par la relation suivante :

02 a?

Une démonstration similaire sur Oy donne :

PV Vi + Vij1—2Vij
oy? a?

La méthode de Jacobi est un principe de résolution consistant a ajouter une
évolution temporelle et résoudre ’équation de diffusion suivante :

ov

— = kAV

ot
ol K € R est une constante dont la valeur conditionne la convergence de la
résolution numérique. On notera donc V"[i,j] le potentiel approximé pour le
pour le temps %, :

V?il,j ~ V(xz Ui 7tn)

Approximons la dérivée temporelle :

ov Vit -y
ot At

La résolution s’effectue alors de proche en proche avec I’équation itérative sui-
vante :

kAL (

n+l _ ymn n n
Vii = Vig+ 2 (Vi + Vi,

j VI + VL =4V

J
Dans l'exemple proposé, (cf. fig. E[), la résolution numérique utilise comme
conditions limites, un potentiel nul sur le pourtour du domaine, un potentiel
arbitraire +1 sur une armature et -1 sur 'autre.

4 - Théoréme d’Ampere généralisé

Le théoréme d’Ampere généralisé relie la
circulation de champ magnétique B sur un o
contour fermé et orienté C au courant enlacé I E
par ce contour et a la variation temporelle de
flux de champ électrique a travers la surface
définir par le contour fermée :

dos(E) |

C E = Ienacé
¢(B) = polentace + poco—

[,.=+1I

enlacé

J.B
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ddg(E)

Le terme Ip = g9 est homogene a un

courant est appelé courant de déplacement. Ce terme est souvent négligeable
devant un courant réel I. Il est néanmoins conservé en ’absence de courant di
a un déplacement de charge.

J.B
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