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Figure — Illustration du probléme

t=[7 F(y,y)dx ot F(y.y) = \/ 5055




Théoréme d'Euler-Lagrange : Soit F(x, y(x),y(x))
Gy (), ¥ (%)) = & (B 0y (x), ¥ (x) =0

Formule de Beltrami : Soit F(x, y(x),y(x)) et k € R
F— Z%(X7y(X),yI(X)) =k

2 1
1+y’ = T 2gkZy
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x=R(6+sin(0))+Rm
y=—R(1+cos(0))
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Figure — Illustration de la solution




x=R(B+sin(0))
y = R(1+cos(B)

Figure — Cycloide
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Figure — Principe de I'impression




Figure — Photo de |'expérience
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Figure — Premiére étape
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Figure — Principe du test
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Figure — Seconde étape
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F= V 2g(y—ny)
(L +y?) 2+ py") +2(y — px)y” =0

x = R[(6 — sin(0)) + u(1 — cos(0))]
y = R[(1 — cos(0)) + (0 + sin(0))]




Méthode d'Euler

Figure — Résulats via la méthode d'Euler
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## Presentation

# le but de ce programme est de mettre en place un
systeme afin de retrouver la courbe
brachistochrone qui minimise le temps de parcours
en fonction de differents coefficients de
frottements

## INTRO

from math import =

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.integrate import quad
from random import randint
import time

plt.close("all’)
444 FONCTIONS

def cycloide (R):

# ce programme permet de determiner les listes x
et y qui representent les coordonnees d'une
cycloide de rayon R

<.y =1 [

t = np.arange(np.pi, tmax, pas)

for i in range(len(t)):

La courbe
brachistochrone

Lucille

DELAPORTE

Annexes




22 x.append(Rx(t[i] + np.sin(t[i]))—Rxnp.pi)

23 y.append(—Rx(1 + np.cos(t[i])))

24 return x, vy

25

26 def tracec(R,n,p):

27 # ce programme permet de tracer la cycloide, on
arrete le tracer au pi eme element de x et y

28 x,y = cycloide (R)

29 x1, yl1 =[], []

30 for i in range(p+1):

31 x1.append(x[i])

32 yl.append(y[i])

33 plt.plot(x1l, yl, 'red’)

34 plt.grid()

35 return x1, yl

36

37 def droite(ax, ay, bx, by, n):

38 # ce programme permet de determiner les

coordonnees du segment entre les points (ax,
xy) et (bx, by)

39 x = np.linspace(ax, bx,n)

40 y = [l

41 for i in range(len(x)):

. y.append (((by — ay)/(bx—ax))*(x[i]-ax) + ay)
43 return x, vy

44

45 def traced(x, y, n):
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def

def

# ce programme permet de tracer la droite
plt.plot(x,y)
plt.grid ()

longueur courbe(p, xc, yc):

# ce programme calcule la longueur de la courbe
sachant que la courbe est consideree comme
une droite brisee

# p correspond au point niveau duquel on arr te

le calcul, en effet ce point represente la
fin de la courbe choisie
longueur = 0
for i in range(p—1):
petit = sqrt ((ve[i+1] — ye[i])#2 + (xc[i+1]
— xc[i])*x2)

longueur 4= petit
return longueur

acc_et_long(x, y):

# ce programme calcul les longueurs de chaque
portion de courbe (ce sont des segments) et
les accelerations sur chaque portion

# On suppose que | 'acceleration est constante sur
chaque portion

A, Longueur = [], []

g = 9.81

ltot =0
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def

def

for

retu

i in range(len(x)—1):

hyp = sqrt ((y[i4+1]—y[i])**2 +
(x[i141]=x[i]) *%2)

A.append(—gx*(y[i+1] — y[i])/hyp)

Longueur.append(hyp)

rn A, Longueur

acc_et long frottements solides(x, vy,

# ce programme calcule les longueurs et
accelerations sur chaque portion de courbe en
utilisant les m mes approximation que dans

le programme precedent

A, Longueur = [], []

g = 9.81
Iltot =0
for i in range(len(x)—1):
hyp = sart ((y[i+1]-y[i])**2 +
(x[141]=x[i]) *%2)
#print(—g+(y[i+1] — y[i])/hyp —
(Frgx(x[i+1]-x[i1)/hyp))
A.append(—g*(y[i+1] — y[i])/hyp —
(Frgx(x[i+1]-x[i1)/hyp))
Longueur.append(hyp)
return A, Longueur
temps(x,y):

g =

9.81
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def

A, L = acc_et_long(x, vy)
t, T=0, 0
v=20
for i in range(l, len(A)-1):
if A[i—1] = 0 and v != 0:
t =L[i—-1]/v
else:
t = (—v + sqrt(vxx2 +
2xL[i —1]*A[i —1])) /A[i—1]
v =v + A[i—1]*t
T+=t
return T
temps frottements solides(x,y):
g = 9.81
A, L = acc_et long frottements solides(x, v,
t, T=0, 0
v=20
for i in range(l, len(A)-1):
if A[i—1] = 0 and v != 0
t = L[i-1]/v
else:
t = (—v 4+ sqrt(v*x2 +
2xL[i —1]*A[i —1])) /A[i—1]
v = v + A[i—1]*t
TH=t

return T
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def test(x1l, yl, y2):
return temps(xl, y2) < temps(xl, yl)

def

def

testl(x, y, yl):

return

temps frottements solides(x, yl) <

temps frottements solides(x, vy)

algorithme (x, y):

tinit = time.time()

k = 20

r = 50

iter =0

pomme =

while iter < 20000 and time.time() — tinit < 30:

tps = temps frottements solides(x,y)
Y = y.copy()

randint (k, len(x)—k—1)

coeff = (y[i+k]l—y[i—k]) /(x[i+k]—x[i=k])
xi = 1/2 % (x[i—=k] + x[i+k])
= 1/2 + (y[i—k] + y[i+k])

yi

oo 0T

sqrt ((xi — x[i—=k])**x2 + (yi — y[i—k])*%2)
H+4+ r

1/(coeff*%x2) + 1

—(2%xi)/(coeff*x2) — (2%yi)/coeff +
2xy[i+k]/ coeff — 2%x[i+k]
(xi*%x2)/(coeff*%x2) + yix*2 +
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2% (xi*xyi)/coeff — 2x(y[i+k]*xxi)/coeff

La courbe

—2*y[|+k]*y| + X[i+k]**2 — R¥%2 + brachistochrone
y[i+k]**2 Lol
135 if coeff <= 0: DELA“FC,'OERTE
136 xc = (=b + sqrt(b*x2 — 4xaxc))/(2xa)
137 else:
138 xc = (—=b — sqrt(b*x2 — 4xaxc))/(2xa)
139 yc = (—=1/coeff)*(xc — xi) + yi
140 for p in range(i—k, i+k+1):
141 bl = —2xyc
142 cl = (xc — x[p])*%2 + ycxx2 — Rxx2
143 y[p] = (bl — sqrt(bl*%2 —4xcl))/2
144 if testl(x, y, Y):
145 y = Y.copy()
146 # pomme.append(y)
147 iter 4= 1
Annexes
148 return y #pomme
149
150
151 ## MAIN PROGRAM
52 R = 50
53 n = 1000
154 tmax = 3%np. pi

155 pas = tmax/(n—1)

156 xc, yc = cycloide(R)

57 longueur liste = len(xc)
58 p = int (0.60%len(xc))




ax, ay = 0, 0
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xcl, ycl = tracec(R, n, p)

bx, by = xcl[—1], ycl[—-1]
xd, yd = droite(ax, ay, bx, by, n)
plt.plot(xd, yd)

longueur droitel = longueur courbe(len(xd), xd, yd)
vitesse droitel = temps(xd, yd)
vitesse droite frot = temps frottements solides(xd,
yd)
longueur courbel = longueur courbe(len(xcl), xcl, ycl)
vitesse courbel = temps(xcl, ycl)
vitesse courbe frot = temps frottements solides(xcl,
— — — — Annexes
yel)
#y2 = creuse(xd, yd, 1, 1, coefdecreuse)

#y3 = creuse _un_point(xd, yd, 4)
#yfinal = algorithme(xd, yd)

# print(xc[p], yc[p],

# xd[—1], yd[—1])

# print(longueur liste, p)

print(longueur droitel , vitesse droitel,
vitesse droite frot)




183

184
185
186
187
188
189
190
191

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

print(longueur courbel, vitesse courbel,
vitesse courbe frot)

plt.axis('equal’)

#figl = tracec(R,n,p)
#fig2 = traced(xd, yd, n)
#fig3 = traced(xd, y2, n)

#for i in range(len(pomme)):
#figd = traced(xd, yfinal, n)
#plt.show()

#4 bibliotheques

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.integrate import quad
plt.close("all™)

## fonctions

def cyclo(R, B, n = 12):
# R le rayon de la cycloide
# On veut tracer une courbe de cycloide
droite

x,y,Bx,By,Ax,Ay = [].[].0,0,0,0
A = np.pi
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d =[]

# On rempli les listes des valeurs pour x et y en

chaque point de la cycloide
a = np.arange(A,B,np.pi/n)

x =R % (a + np.sin(a))- R x A

y = —(R * (1 + np.cos(a)))
sommet = A

Ax =0

Ay = 0

Bx =R % (B + np.sin(B)) — R % np.pi
By = —(R x (1 + np.cos(B)))

return Ax,Ay,Bx,By,x,y

imprimercycloide(x,y):
sous_x, sous_y = [x[0]], [y[O]]

couleur = ['red’, "blue’]

i =1

a, b=10,0

for k in range(len(x)—1):
Xx_min, x_max = min(sous_x) , max(sous_ x)
y _min, y max = min(sous_y) , max(sous )
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if x[k+1] >= x_min + 21 and b = 0:
a 4+=1
if y[k+1] <=y max — 21 or x[k+1] >=

if x[k+1] >= x_min + 21 or y[k+1] <=

La courbe
brachistochrone

x_min + 29.7: DELLAUFC’IéI)T?TE
# M = min(sous y[0], sous y[—1])

fig = plt.figure(i,figsize=(w,h))
plt.plot ([x_min, x_min + 29.7],

[y _min, y min + 21], '0")
plt.plot(sous x, sous y, couleur[i%2])
plt.legend ()
plt.axis("equal™)

plt.grid()
plt.show()
i +=1
sous x = [x[k+1]]
sous_y = [y[k+1]] Annexes
a=0

elif y[k+1] <= y max — 21 and a = O0:

b+=1

y _max — 29.7:

# M = min(sous x[0], sous x[—1])

fig = plt.figure(i, figsize=(w,h))

plt.plot([-y _max , —y max +
29.7],[x_min, x_min + 21], ‘o)

plt.plot(np.abs(np.array(sous_y)),
sous_x, couleur[i%2])




plt.legend()
plt.axis("equal™)

plt.grid ()
plt.show ()
i =1

sous x = [x[k+1]]
sous_y = [y [k+1]]
b=0
sous_x.append(x[k])
sous _y.append(y[k])
fig = plt.figure(i,figsize=(w,h))
plt.plot ([x_min, x_min + 29.7], [y_min, y min +
21], 'o")
plt.plot(sous x, sous_y, couleur[i%2])
plt.legend()
plt.axis("equal™)
plt.grid ()
plt.show()

## Programme principal

w

h =
R =
B

#B =

200 #inch
100

50

3%np. pi

(19/8)*np. pi
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90 # Recuperation des points

91 Ax,Ay,Bx,By,x,y = cyclo(R, B, n = 500) broshistaerone
92 d = np.linspace (Ax,Bx,200) Licille
93 DELAPORTE
94 # Trace

95 largeur feuille = 21

9 longueur feuille = 29.7

97 plt.plot(x,y, 'r’', label = "arc de cycloide’)

08 # plt.plot(d,

90 # ((By — Ay) /(Bx — Ax))xd,

100 # label = "droite")

101

02 # x = [0,10,30,40]

03 #y = [1,2,3,4]

104

05 imprimercycloide (x,y) Anmexce

106

107 # sauvegarde

108

09 chemin = "E:\\ cours\\MPSI 3\\Diaporama\\Images\

110

111 # fig.savefig(chemint+ ' figure.png’', dpi=100)

113 plt.axis("equal")
114 plt.show ()
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