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Les satellites GPS :

des outils devenus indispensables dans de nombreux secteurs d'activité.

une technologie qui n'aurait pu voir le jour sans les travaux d'Einstein

sur la relativité.
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Au regard des vitesses et des distances entre les satellites quels sont

les e�ets de la relativité restreinte sur la synchronisation entre leur

horloges?

Quels sont les e�ets de la relativité générale, quelle est l'in�uence des

champs gravitationnels générés par les astres les plus proches?
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Une désynchronisation due à la
Relativité Restreinte
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Construction des orbites des satellites GPS

Lois de Kepler

Le mouvement est elliptique:

r(θ) = p
1+e cos(θ)

e l'eccentricité de l'ellipse

p le paramètre de l'ellipse

Le rayon balaie des aires égales pendant des durées égales:

dA
dt

= r2

2

dθ
dt

A l'aire balayée pendant dt
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Lois de Kepler

Loi des périodes: T 2

a3
= 4π2

GM

T la période de révolution

a le demi grand axe

G la constante de gravitation
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Equation de Kepler

E − e sin(E ) = M (1)

e l'eccentricité

E l'anomalie eccentrique

M l'anomalie moyenne
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Résolution à l'aide de la méthode de Newton:
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Calcul du décalage et transformations de Lorentz

Théorie de la relativité restreinte

Postulats d'Einstein:

Les lois de la physique sont invariantes par changement de référentiel

La vitesse de la lumière est la même pour tous les référentiels

c =
1

√
µ0ν0

(2)
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Transformations de Lorentz

On considère deux réferentiels R et R' auxquels on associe les repères

respectifs (O,x,y,z,t) et(O',x',y',z',t'). Si R' est en translation rectiligne

uniforme par rapport à R selon (Ox) alors :

x ′ = γ(x − vt)

y ′ = y

z ′ = z

t ′ = γ(t − vx
c2

)

Transformations de Lorentz (Cas général)

t ′ = γ(t −
~v .~r

c2
) (3)
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Di�érence de durée mesurée par 2 satellites en translation rectiligne

uniforme l'un par rapport à l'autre (∆t < ∆t ′)
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Calcul de la transformation de Lorentz de la coordonnée associeé au temps:
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Extension de l'étude à un cas plus général : comparaison

avec des �chiers d'orbites du Laboratoire AstroParticule et

Cosmologie

Pour cette simulation les orbites sont peu complexes (quasi circulaires)

et ne prennent en compte aucune dérive au cours du temps.

Comment évolue cette désynchronisation au cours de temps pour une

orbite plus complexe?
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Pour la mission spatiale LISA dont l'objectif est de détecter des ondes

gravitationnelles, trois satellites seront envoyés dans l'espace pour

former un interféromètre laser.

Ils auront une orbite héliocentrique et seront distants de plus de 2

millions de km.

Pour assurer le bon fonctionnement de cet interféromètre, la correction

des décalages relativistes des horloges de ces satellites est primordiale.

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 16 / 57



17

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 17 / 57



18

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 18 / 57



19

A première vue, on ne remarque aucune similitude entre les résultats

obtenus pour les GPS et pour la constellation LISA si ce n'est le fait

que le décalage est globalement croissant pour les deux.

Cela provient en partie du fait que les orbites des GPS sont quasi

circulaires, mais en retirant sa tendance linéaire à la courbe des GPS

on peut observer qu'il ne s'agit pas exactement d'une droite.
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On peut ainsi de nouveau comparer les résultats obtenus sur 1 an.
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En observant sur une durée moindre, on retrouve la pseudo-période

que l'on avait pour la constellation LISA et qui est bien égale à la

période orbitale des satellites (environ 14h pour les satellites

GALILEO).
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Une désynchronisation due à la
Relativité Générale
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Calcul du décalage temporel par rapport au temps

coordonné associé au référentiel géocentrique

Théorie de la relativité générale

On ne peut distinguer une accélération constante d'un champ de

gravitation constant (Principe d'équivalence).

La gravitation n'est plus une force mais une manifestation de la

courbure de l'espace-temps. Elle dé�nit des échelles de longueurs et de

temps.

On dé�nit l'espace-temps par une nouvelle métrique: La métrique de

Schwarzschild.
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Une des conséquences directes de cette théorie est la dilatation

gravitationnelle du temps :

d'après culturesciencesphysique.ens-lyon.fr
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Le Redshift Gravitationnel (Décalage d'Einstein)

Un photon de fréquence ν0 émis dans un champ de gravitation ~G produit

par une masse M à une distance r0 est perçu par un observateur situé dans

un champ gravitationnel plus faible avec une fréquence νobs plus faible

(décalée vers le rouge):

νobs
ν0

=

√
1− 2GM

r0c2
(4)

en y ajoutant les e�ets de la relativité restreinte on obtient donc :

νobs
ν0

=

√
1− 2GM

r0c2
− v2

c2
(5)
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Dans le cas des satellites, le champ gravitationnel dépend de plusieurs

astres : on aura donc une somme de potentiels gravitationnels.

Ainsi la durée dτk séparant deux évènements dans le référentiel du

satellite k se déplaçant à la vitesse vk dans le référentiel d'étude est

reliée à la durée dt séparant ces deux évènements dans le référentiel

d'étude par:

dτk = dt

√√√√1−
∑

i∈Astres

2GM

rkic2
−

v2
k

c2
(6)

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 26 / 57



27

Calcul du rayon de Schwarzschild rs = 2GM
c2

de chaque astre :
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Calcul des distances Astre-satellite rki :

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 28 / 57



29

Calcul des sommes des potentiels gravitationnels, de dτ
dt

et du Redshift

Gravitationnel τ :
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En intégrant les courbes précédemment obtenues à l'aide de la

méthode des trapèzes, on peut obtenir l'accumulation de ce décalage

temporel au cours du temps :
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En retirant sa tendance linéaire à la courbe, on obtient bien une

courbe similaire à sa dérivée où les mêmes périodes sont observables:
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Du fait des di�érentes distances entre les astres et les satellites, on

observe des périodes di�érentes en faisant varier l'échelle de temps:
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Comparaison avec la constellation Lisa

De même que précédemment, on peut comparer les résultats obtenus

à ceux que l'on obtient avec la constellation LISA, tout en considérant

qu'étant dans une orbite héliocentrique la lune aura moins d'in�uence

que dans le cas des GPS et d'autres astres imposeront davantage leur

potentiel gravitationnel.

On observera donc les périodes obtenues dans les courbes des GPS

avec une amplitude di�érente.
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Conclusion
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Les e�ets de la Relativité Restreinte

Sur une journée : d'après les simulations numériques t ′ − t ' 130µs
ce qui correspond à une erreur de mesure d'environ 39km/jour

Sur 1 an : t ′ − t ' 4, 5ms ce qui correspond à une erreur de mesure

d'environ 1350km/an car le décalage n'est pas constant au cours du

temps.
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Les e�ets de la Relativité Générale

Sur une journée : t ′ − t ' 0.9ms et donc une erreur de mesure

d'environ 270km/jour .

Sur 1 an : t ′ − t ' 0.31s soit une erreur de mesure d'environ

93000km/an .
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Du fait du modèle pris en compte et des approximations faites pour les

simulations, les résultats ne représentent pas la réalité.

Le décalage reste cependant supérieur au kilomètre par jour, d'où

l'importance de prendre en compte les e�ets relativistes pour les

satellites GPS, les télécommunications et les satellites de recherche

comme ceux de la constellation LISA.
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Annexes
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Annexe 1
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Annexe 2
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Annexe 3
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Annexe 4
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Annexe 5
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Annexe 6
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Annexe 7

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 53 / 57



54

Annexe 8
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Annexe 9
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Annexe 10

Constellation Lisa

Canel Paul E�ets relativistes sur la désynchronisation des horloges propres des GPS 56 / 57



57

Annexe 11

Extrait d'un �chier d'orbite
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