TD 26 Physique statistique'

Exercice 1 D’aprés Mines-Ponts 05

Un réservoir cylindrique de rayon R, de hau- z
teur H, est rempli complétement par un fluide Y
de masse volumique pg au repos. Le réservoir -
tourne & une vitesse angulaire w constante au- gl
tour de l'axe vertical (Oz) du cylindre; il en-
traine le fluide dans son mouvement. On se
place en régime permanent. On note g l'inten- o
sité du champ de pesanteur et r la distance a
I’axe de rotation. Les phénomeénes ne dépendront explicitement que de
la variable radiale 7.
1 - Montrer que la pression P(r) satisfait ’équation différentielle

& = wru(r)
On précisera le phénomene décrit par cette équation et le référentiel dans
lequel elle s’applique. On négligera la dépendance de P selon la cote z.
2 - On suppose dans cette question que la masse volumique g est
constante, ce que I’'on exprime en disant que le fluide est incompressible.
Quelle est, sous cette hypothese, la loi de la distribution de la pression ?
On notera P(r = 0) = Py.
3 - Le fluide est un gaz parfait d’équation d’état P(r) = kgTu(r)/m ,
ou m la masse d’une molécule de fluide et kg la constante de Boltzmann.
Ce gaz est en équilibre thermique. Trouver la loi de la distribution de la
pression ; cette loi est déterminée ici & une constante multiplicative pres,
qui est déterminée dans la question qui vient.
4 - En exprimant la conservation de la masse, et en notant P la pression
au repos, établir la relation

2.2

mR2w? oxp (”;Z’ '; ) mR2w? MORQwQ
P(r) = Po e T ) TR avec Po( 2%p T ) 2
exp( 2%pT )_

Exercice 1
1 - Dans le référentiel tournant a la vitesse angulaire &J, un élément de volume
d7 est soumis a

e son poids P= —ugdT € ;
e les forces de pression —grﬁd Pdr;
e a la force d’inertie d’entrainement F:C = prw?dre, ;

e a la force d’inertie de Coriolis, nulle puisque 1’élément est immobile.

’

A D’équilibre mécanique, nous pouvons écrire
—grad Pdr + P + F_;C =0

. . - dp 9
Soit, suivant e, qy = Hrw
r

Cette équation traduit I’équilibre radial d’un élément de volume d7, soumis aux
forces pressantes et a la force d’inertie d’entrainement.

2 - Si le fluide est incompressible, alors ’équation précédente s’integre sous la
forme

2,2
P=Py+ il
2
3 - L’équation devient
dP mw?
— _"p
o T
it dP  muw? d
soi — = rdr
P kgT
Par intégration, la température étant constante, il vient
2,.2
mwer
P(r) = Cte —_—
(r) exp ( T 2 )
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4 - La conservation de la masse impose que la masse au repose est la méme
qu’en mouvement. Découpons le cylindre en tore de hauteur H, de rayon r et
d’épaisseur dr, sa masse vaut pu(r)H27wrdr,

d’ou 7R2Hpg = fOR p(r)2rHrdr

Remplacons p par son expression en fonction de la pression, il vient, en simpli-
fiant par 7H

RomP(r) w? r?
R?po = / dr= [ ——C%exp(-—=—)rd
FO= Jo TkgT " T Jo kpT Gt 27
R2w? 1
) te __ P m
d’ou C 0( kT ) (mw2R2)
P ks T

On retrouve bien la formule annoncée.

Exercice 2 D’aprés Oral 2018

L’air atmosphérique est composé essentiellement de diazote No de masse
molaire My, = 28 g.mol~! et de dioxygéne Oy de masse molaire Mo, =
32 g.mol™!. Au niveau de la mer, les fractions molaires de ces deux gaz
sont telles que zn, ~ 4x0,. Dans le modele de I'atmospheére isotherme a
T = 290 K, calculer le rapport % a 4 000 m d’altitude.

Données :

« Constante de Boltzmann : kg = 1,38.10723 J K1
« Nombre d’Avogardo : Ny = 6,02.10% mol~!

Exercice 2
La probabilité de trouver une molécule a l'altitude z est donnée par la loi de
Boltzmann :

P, = Ae~mN292/kBT  of Po, = Be m092/kBT
On en déduit que les fractions massiques suivent une loi analogue :

TN, = Ale—mNQQZ/kBT et zo, = B/e—mo2gz/kBT

d’ou N2 _ (tep—(mny—moy,)gz/kpT

JJO2

La détermination de la constante s’obtient a ’aide de la condition limite :

xN2
TQOy

(z=0)=4

En remplacant les expression obtenues :

INy _ 4o~ (mNy—mo,)9z/ksT
L0y

Avec les valeur numériques, on obtient

(28—32)x1073/6.02.10%3 x9.81% x4.103

X =
No 1,3810— 23 x 290

TOqy

:4)(6 :4,27

Exercice 3 D’aprés CCP 17

Dans le cas du proton (noyau d’hydrogéne) qui tourne sur lui-méme
(rotation propre de vecteur de rotation autour d’un axe Oz), on peut lui
associer un moment magnétique jip . Placé dans un champ magnétique
extérieur uniforme permanent B = By €., on rappelle I'expression de
I'énergie potentielle E,o; = —ﬁp.é. On admet que le dipole est colinéaire
au champ magnétique et ne peut prendre que deux directions possibles :
+e,

Nous considérons qu’une population de dipodles, placés dans un champ
magnétique extérieur de 1 tesla, en équilibre thermique a la température
T, obéit a la statistique de Boltzmann.

1- Rappeler, a un facteur multiplicatif pres, ’expression de la probabilité
d’occuper un état d’énergie E par un dipdle.

2 - Evaluer le rapport des populations N /N_, en équilibre thermique
a la température T, N, étant la densité volumique de dipoles de plus
grande énergie et N_ étant la densité volumique de dipdles de plus petite
énergie (on admettra que I'on peut effectuer un développement limité a
Pordre 1).

3 - A quelle orientation correspond la population la plus nombreuse &
I’équilibre thermique a 37°C?

On note n = % la différence relative de population entre les deux
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niveaux.

4 - Exprimer, a 1’équilibre thermique, la différence relative (toujours a
lordre 1) en fonction de up, kg, T et By.

5 - Donner sa valeur numérique pour des protons placés dans un champ
de 1 tesla, a une température de 37°C et commenter.

Données :

o up=1,410726 317!
e kg =1,4.10"23 JK!

Exercice 3
1 - La probabilité d’occuper un état d’énergie E est donnée par :

p(E) = Ac™B/eT

2 - Par définition : E; = upBg et E_ = —upBg. Le dipole n’a que deux orien-
tation possibles, on suppose qu’il suit la distribution de Boltzmann. Pour un
ensemble de dipole, le nombre de dipole dans un état donné étant proportionnel
a la probabilité d’étre dans cet état, on peut écrire :

N, = Ae B/kBT of N_ = Ae B-/knT

On en déduit que :

N, = Ae—#PBo/kBT ot N — AetPBo/ksT

Ainsi le rapport est donné par :
Ny
N_

3 - Dans 'approximation des faibles énergie, on obtient : N; < N_.
4 - En remplacant les valeurs obtenues, on obtient :

— ¢ 20pBo/ksT 1 _ 2ppBo/kpT

__krBo
kgT

5 - On obtient :
n~310"°

Il y a donc quasiment autant de dipole orienté dans un sens que dans 'autre.

Exercice 4 D’aprés Oral Mines 19, CCP 21

On considere un systeme de N particules indépendantes pouvant exister
dans 3 états d’énergie égales a 0, € et 2¢. Le systéme est en équilibre avec
un thermostat de température T.

1 - Quelle est I'énergie moyenne du systéme pour :

oT<<é?oT>>é?oT:é7
2 - Quelle est la capacité thermique pour :
e T =T > 27
B B

Que peut-on déduire des deux résultats précédents ?
3 - Déterminer la capacité thermique d’un ensemble de N particules.

Exercice 4
1 - La probabilité d’avoir un atome dans chaque niveau d’énergie est donnée
par :

73(0) = A,P(@) = Ae_f/kBT et 73(25) _ Ae—25/kBT
D’apres la normalisation :

PO)+P(e)+P(2) =1

1
T 14 ec/ksT { g—2¢/kpT

d’ou
L’énergie moyenne est alors donnée par :

<E>=P0) x0+P(e) xe+P(2) x 2
En remplacant les probabilités, on obtient :

< g S e X e—E/kIBT + 25 X 6—26/1€BT

1+ e*&/kBT + 6725/]{BT

Par passage a la limite, on obtient les résultats suivants :
<&>(T<xelks)—0
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2 - Exprimer la constante A en fonction de A, w et (5.
3 - En déduire I'expression de 1’énergie moyenne < E > de I’ensemble
de ces N particules en fonction de A, w, § et N.

<E>(T>¢e/kp) = ¢

2
<&>(T=c¢/kp) — % 4 - Montrer que la capacité thermique molaire a volume constant cy ,,
? 1+1/e+1/e? de ce gaz s’écrit : 7
2 - La capacité thermique est définie par : )
§
c =R avec = Bhw/2
CV:d<€>| Vo inh2 ¢ & =B
dT  'v=cte
Afin de faciliter les calculs, multiplions numérateur et dénominateur par e*/#sT . On désigne par Ty, la température,
dite de vibration, caractéristique x(u) //
e £ + 2 x e—€/kBT . 142 x e—¢/kBT des vibrations de l}&;wmolécule qui 08 /
~e/kBT 41 4 ee/ksT "1+ 2cosh(e/kpT) est telle que T, = —. 0.6
. s . - . kp /
En utilisant les propriétés de trigonométrie hyperbolique : 5 - Réécrire lexpression de cvm o4
en fonction de T, et T. /
e~ 1+ 2cosh(e/kgT) — 2sinh(e/kgT) (1 5 sinh(e/kpT) ) 6 - La figure ci-contre représente U2
=¢ =¢e(l— , .

1+ 2cosh(e/kgT) 1+ 2cosh(e/kgT) lallure de la fonction : oL ! Lu | | |
s 4 [9)
x(u) = u?/sinh?*(u™1) Représentation de la fonction

(u)

. 5 s :
I D’apres Mines-Ponts 17 La table ci-dessous fournit la température de vibration de quelques mo-
Les énergies accessibles a un oscillateur harmonique en régime quantique lécules diatomiques. Commenter ces valeurs.

sont de la forme : Molécule | 'Hs °Hy, | 'H*H | Cly | Bry | HCI | HBr

Tv [K] | 6220 | 4390 | 5380 | 808 | 463 | 4 230 | 3 790

E,=Mm+1/2hw , neN

Albert Einstein efit 1'idée en 1907 de rendre compte de la vibration des Exercice 5

molécules diatomiques de fagon quantique dans un solide afin de tenter 1 - On remarque que @ est homogene & l'inverse d’une énergie, on en déduit
de régler certains problemes de la physique classique dans le traitement donc que :

du comportement des solides a basse température.

On considére un ensemble d’oscillateurs harmoniques quantique a 1’équi- B =1/kgT

libre thermique a la température T. La probabilité 7 (E) qu'une molécule

de ce gaz se trouve dans un état d’énergie E,, s'écrit : 2 - 1l est certain de trouver une particule dans un des états proposés. On peut

donc écrire :

m(En) = Aexp(—SEn)

ou B est une fonction de kg et de T uniquement. Z)W(E”) =1
1 - Par analyse dimensionnelle, exprimer g en fonction de kg et de T. n=0
En remplagant ’énergie, I’expression de la probabilité, il vient :
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- On obtient alors :
Z Ae—,é’ﬁw(n+1/2) -1

Bhw
n=0 Nhw St == Nhw  Bhw
. —Bliw/2 . <E>= = coth
En factorisant par Ae , on obtient : 2 Bhw 2 2
~ 2
Ae—Bhw/2 Z(e*f}m’)” =1 4 - Par définition de la capacité thermique :
=0
" oo _1d<BE>
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison e #™, on Vim T T AT
obtient alors : Aprés un peu de calcul amusant on obtient :
AePhofzy L —N(hw)? sinh? € — cosh? ¢
1 — e Fhw Cvm = 3 )
dnkpgT sinh” &
Développons ’expression : , ,
Avec N/n = Np et R = kgNy, on obtient le résultat demandé...
A=(1- efﬁhw) — P2 _ Bhwf2 _ —phw/2 5 - En remplagant £ = Ty /2T, on obtient :
T2
fw Cvm =R v
d’ott A = 2sinh BT vom 4T2?sinh?(Tv/2T)
3 - Par définition : 6 - L’évolution de la fonction x permet de dire que le degré de liberté de vibra-

tion est activée lorsque la température est supérieure a la température de vi-
bration Ty. On remarque que plus les atomes sont massifs, plus la température
est est basse. Pour un oscillateur classique, wg = /k/m. La fréquence propre
de Toscillateur et donc la température Ty est donc une fonction décroissante
de la masse.

<E>=N fj E, % (1(Ey))

n=0

Injectons les valeurs obtenues précédemment :

Bhw & Le degré de vibration pour Hy n’est pas activé puisque T > 6000 K : I’état de
< B >=2Nsinh 2 Z(n + 1/2)7710676%("“/2) la matiere est donc proche d’un plasma.
n=0

On remarque que (bon fallait y penser...)

_ d /o~ Bhumt1y2)
<E>_—AN@(Ze /)

n=0

Et donc :

Bhw
d 1 _gﬁw/QCOShT

<E>=-AN—( ) = 2
dp 2 sinh @ 2 sinh? %
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