TD 16 : Induction Neumann'

Les classiques

Exercice 1

On considere une bobine plate de rayon ——
a = 1,2cm comportant N = 730 spires /@k)
jointives et parcourue par un courant I = . S ;
1,0A. < 2
1 - Déterminer 'orientation du champ ap !
au centre de la bobine. A
2 - On admet que le champ moyen sur la

section de la bobine vaut : By = 1,56 %

B(O) ou B(O) est le champ magnétique au centre du dispositif. Calculer
Bu.

3 - Exprimer puis calculer 'inductance propre L de cette bobine. Quelle
serait la valeur de L pour un courant d’intensité 2 A ?

Données :

e Champ magnétique au centre d’une spire de rayon R, parcourue par

. R — kol.
un courant I : B = G5

e po=4m-107"H-m™!

Exercice 2

On considere un fil infini parcouru par un courant a 4 Oz
proximité d’un circuit carré de co6té a.

1 - Etablir Pexpression du champ magnétique créé
par un fil infini parcouru par un courant I. I
2 - Calculer le flux magnétique a travers le carré de !
cOté a dont le centre est situé a une distance d du fil.
3 - En partant de la relation liant le flux a 'intensité
créant ce flux, exprimer le coefficient de mutuelle M d

entre le fil et anneau.

4 - Soit N le nombre d’anneaux présent a la distance
d du fil. Exprimer alors le coefficient de mutuelle M,
de ’ensemble en fonction de N et M.

Exercice 3

Une bobine torique est constituée par un fil conducteur bobiné en spires
jointives sur un tore circulaire a section carrée de c6té a et de rayon
moyen R. On désigne par N le nombre total de spires et par I le courant
qui les parcourt. Le matériau constituant le tore est ferromagnétique, on
note p = pop, la perméabilité magnétique de ce matériau.

J

|
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/
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1 - Déterminer, & l'intérieur du tore, ’orientation du champ B.

2 - Soit M un point a l'intérieur du tore, déterminer le champ magné-
tique. ]§(M) Le correcteur tiendra compte de la rigueur avec laquelle le
calcul est mené.

3 - Calculer le flux ®; du champ magnétique a travers la surface d’une
spire dont la normale est orientée dans le sens du champ. En déduire
I’expression du flux total sur ’ensemble du circuit noté ®.

4 - Montrer, dans le cas ot a < R, que le flux peut s’écrire sous la forme

uN?1 9
a
2R
5- A Dlaide des données, déterminer la valeur de la perméabilité relative
1 du matériau utilisé pour réaliser le tore. On justifiera la formule du

flux employée a 'aide des données numériques fournies.
Données :

q)tot =

« perméabilité magnétique du vide : pg = 47.1077 Hm ™!

e cOté de la section du tore : ¢ = 12 mm ;
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o Rayon moyen : R = 32 mm
e nombre de spires : N = 50;

e inductance propre : L = 12 mH;

1
o Développements limités : 1= l+z+o(x), n(l1+2z) =x+o0(x).

Les difficiles

Exercice 4

La gaine intérieure pleine, de rayon R, du céble Oz4 R
coaxial de hauteur h >> Rsg représenté ci-contre, /—
est parcourue par un courant I généré par un cou- \E
rant volumique ;1 = j1 €,. L’armature cylindrique ‘
de rayon Ry et d’épaisseur e (non représentée sur |
le schéma), contenant la gaine extérieure, est par- |
courue par un courant volumique fg = —jsé,. On R
négligera les effets de bord ainsi que 1’énergie élec-
tromagnétique stockée dans les zones ou 0 < r < R; -
et Ro <r <Rg+e. w
1 - Exprimer j; et jo en fonction de I, Ry, Ra et e.

2 - Déterminer le champ ]§(7“, 6,z) en tout point

de 'espace en fonction de I, e, Ry, Ro et autres constantes nécessaires.
Tracer Pallure de de ||B(M)]|.

3 - Déterminer le flux de champ magnétique sur le circuit électrique
crée.

4 - Quelle est alors son inductance propre ?

o
4

Exercice 5

On peut représenter un alternateur de bicyclette de la fagcon suivante :

e un aimant permanent, assimilable & un dip6le magnétique de mo-
ment M tourne dans le plan (O, y, 2) en faisant avec 'axe (O, é)
un angle 6 = wt , avec w constante ;

e une bobine comportant N tours de fil, chaque tour étant assimilable
a une spire de rayon a , de résistance r et d’inductance L est placée

dans le plan (O,z,z) , centrée en O , sa normale étant dans le
sens de €, . Cette bobine, branchée en série avec une résistance
R représentant les lampes de la bicyclette, est parcourue par un
courant i(t).

(On rappelle qu'un dipdle magnétique de moment M est équivalent a
une boucle de courant M = 1.S7, S étant supposé beaucoup plus petite
que la surface d’'une spire de la bobine, et 7 est le vecteur normal a S).

bobine

AN
sy

spire équivalente

L’expression du champ magnétique créé, en un point de son axe, par un
bobine circulaire de rayon a , d’axe Oy , comportant N spires parcourues
par le courant i(t), est :

_ HoNi(?)

- 2a

1 - Exprimer le flux &5 du champ magnétique créé par cette bobine a
travers la spire, équivalente au dipole magnétique, de vecteur surface S.
2 - En utilisant les propriétés des coefficients d’inductance mutuelle
Mg et Mgy de deux circuits (1) et (2), déduire de ce qui précede le
flux magnétique ®y; envoyé par le dipole dans la bobine de rayon a en
fonction du temps ¢. On exprimera le résultat en fonction de N,I, a,w,t
et de la perméabilité magnétique du vide pg.

3 - En déduire le flux total ® traversant la bobine, puis la force élec-
tromotrice d’induction e dont la bobine est le siege, en fonction de
M,N,L,a,i,w et uo.

4 - En déduire I’équation différentielle vérifiée par i(t).

5 - En régime permanent, on pose i(t) = Iycos(wt + ), I étant un
nombre réel positif. Déterminer les expressions de Iy et 1 en fonction des
données du probleme.

B(O)
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Exercice 6

Au début du XX¢ siecle, on détectait une onde
électromagnétique a 'aide d’un cadre métal-
lique carré (cf. figure ci-contre sous licence
CC). Pour simplifier les calculs, on considere
que le cadre est pivoté de 45°, le cO6té est noté
a, le cadre est orienté par le vecteur normale
N = €. Son centre est a l'abscisse zg + a/2 et
les brins verticaux aux abscisses zg et zg + a.
L’onde magnétique arrivant sur le cadre a pour
expression :

B = By cos(w(t — z/c)) &

ou By est une constante positive, w est la pul-
sation de 'onde et ¢ la vitesse de la lumiere.

a

o)

1 - Calculer le flux ® du champ magnétique a travers le cadre a un
instante t. En déduire la f.e.m induite e(¢) dans le cadre. On posera
é 20+ a/2

0= —"7"-

2 - Le Vocltmétre mesure une tension efficace Ugyy. Déterminer son ex-
pression.

3 - La valeur de a étant donnée, montrer qu’il existe des valeurs wi,.x
et Wi, pour lesquelles, la valeur de la tension efficace est respectivement
maximale et nulle.

p—q pP+q
cos —

Données : sinp — sinq = 2sin

Exercice 7

On étudie un modele simplifié de transformateur schématisé ci-apres.
Il est constitué d’'un matériau magnétique torique d’axe (Oz) a section
carrée de co6té a et de rayon intérieur R. On suppose que le milieu ma-
gnétique est parfait. L’espace est rapporté a la base cylindrique illustrée
pour un point M quelconque sur le schéma suivant.

Le bobinage dit « primaire » noté C; est enroulé en N; spires autour
de ce tore. Il est parcouru par un courant d’intensité ;. Le bobinage
dit « secondaire »noté Csy est, de la méme maniere, enroulé en Ny spires
autour de ce tore et est parcouru par un courant d’intensité i5. On sup-
posera que le tore constitué d’un matériau ferromagnétique se comporte
de maniere analogue au vide. Les expressions utilisant pg la perméabilité
magnétique du vide seront identiques dans le matériau en utilisant u sa
perméabilité.

Données : py = 4m.1077 Hm™!

1 - Justifier que le champ magnétique By créé a lintérieur du tore par
le courant circulant dans C; est de la forme : By (r,0,2) = Bi(r,2) &/

2 - En appliquant le théoréeme d’Ampeére & un contour soigneusement
précisé, déterminer le champ magnétique créé par le circuit C; en tout
point & l'intérieur du tore.

3 - Etablir I'expression du flux magnétique ¢ du champ magnétique &
travers une spire du circuit C.

4 - En déduire le flux total ® au travers des Ni spires du circuit Cy.

5 - Rappeler la définition de I'inductance propre L (ou coefficient d’auto-
inductance).
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6 - En déduire que I'inductance propre du circuit C; est donnée par :

zaﬂlnR+a

L; =N/ —
! Lon R

7 - Quelle est alors ’expression de I'inductance propre du circuit Lo ?
8 - Rappeler la définition du coefficient de mutuelle inductance M. Dé-
montrer que ce coefficient M est donné par :

R+a
R

9 - La résistance des bobinages étant négligée, exprimer les tension wuq
et uo aux bornes du primaire et du secondaire en fonction des dérivées
par rapport au temps de i1 et iy et des coefficients L1, Lo et M.

10 - Le fonctionnement d’un transformateur est-il possible pour des
signaux continus ? Justifier votre réponse.

M = N;NoH 1
2
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Corrigés

Exercice 1
1 - Tout plan contenant Oz est plan d’antisymétrie du courant. On en déduit
que le champ magnétique est porté par Oz.
2 - La section d’une spire étant 7a?, le flux du champ magnétique au travers

une spire vaut donc :
NIa?
&) = 1,56B(0)ma? = 1,56%

Pour N spires le résultat devient :

mpoN2Ia

Oy = Ny = 1,56

2
L= 2 pemHoNa

Ainsi
insi, I 5

Avec les données de 1’énoncé :

B(0)=9,710*T et L =150 uH

3-

La valeur de L reste identique car L ne dépend pas du courant.

Exercice 2 7
1 - Tout plan contenant Oz est plan de symétrie des . |
courants donc 0

B(M) = B(M) & R

La distribution des courants est invariante par
translation selon Oz et par rotation selon 6, ainsi

B(r,0,2) = B(r) &.

L’application du théoreme d’Ampere sur un cercle de

rayon r permet de conclure :

_ kol

2rr

%ﬁdZ: 21rB(r) = ol soit  B(M)

2 - Découpons la spire carré en bandelettes de hauteur
a et de largeur dr. Le champ magnétique est uniforme et
perpendiculaire a cette surface donc :

4 = Bas = M ar

2mr
Par intégration, on obtient :
dta/2 o] I  d+a/2
P = HOZ hdr = % g 1n +a/
d—aj/2 27T 2w d—a/2

3 - Par définition, le flux du champ B crée par le fil sur Panneau vaut

d=MI soit M= @alnw
27 d—a/2

4 - En présence de N anneaux, le flux est N fois plus grand : M,,, = N x M

Exercice 3
1 - Tout plan contenant Oy est plan de symétrie pour la distribution des
courants. On en déduit que le champ B est perpendiculaire au plan contenant
Oy et M B(M) = B(M) ép.
La distribution de courant est invariante par rotation autour de Oz, on en
déduit que

B(r.0,z) = B(r,z) &

2 - Prenons un cercle C de rayon r = x intérieur au

tore, et orienté selon €y. L’application du théoreéme
d’Ampere permet d’écrire

fﬁd[z 21rBg(r,z) = poNI
c

. NI
dott B(M) = *;0 &
mr

3 - Par définition, ®1pire = [f B.dS. Avec dS =
dzdy €y, on obtient :

r=R+a/2 ry=a NI
(Plspire :/ / P dydl‘
z=R—a/2 Jy=0 2rx

uN?1a
2

2R+ a

1
HZR—a

soit Py = N(I)spire =
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4 - En effectuant le développement limité, on obtient :

1+a/2R a a
SN REY e V(1 —
T—aor - UF o)1+ g T ol@/R)
1+a/2R a
it —— =14 = R
soi 1 —a/2R +R+0(a/ )
. 2R +a a a
Ainsi, In R —a =1In (1+§+0(a/R)) =R
it > poN?1a | 2R +a  poNla?
oi = n ~
i 27 2R —a 2R
5 - Au regard des données, les devoleppements limités ne sont pas licites.

L’inductance propre est définie par :

L — Gtot :uNa1 2R +a

I o7 2R —aq

On obtient donc la permittivité relative par la relation suivante :

2L
Hr = 2R +a
Nal
HOREMSR —a
AN.: pr = 5,3.103

Exercice 4

Le mouvement de 'aimant & proximité de la bobine donne lieu au phénomene
d’induction. Il faut donc estimer la variation de flux de champ magnétique a
travers la bobine.

Lorsque ’aimant est loin de la bobine le champ magnétique est nul et lorsqu’il
est en face de la bobine, le champ magnétique vaut B = 10mT. Le temps
caractéristique de fluctuation du champ magnétique est donné par le temps de
passage de 'aimant en face de la bobine :

At = é =g 10,01ms

v

]§ —> ->
B B
Ty T A
e e e g )
v v ‘ v
flux nul flux maximal flux nul

Le flux de champ magnétique a travers les N spires de la bobine vaut alors :

wd?
Ppopine = N x B X T

La f.e.m induite & ces bornes est donnée par la loi de Faraday :

d?
_dq)bobine N N x B x %
dt At

En utilisant les valeurs fournies, on obtient : e ~ 9mV.

Cette tension est tres faible et nécessite une amplification pour étre traitée par
le compteur. En réalité la bobine de détection comporte un noyau de ferrite
dont les propriétés sont modifiées au passage de I'aimant.

Exercice 5
1 - En supposant la densité de courant uniforme : j; = I/7R2. De méme :
j2 =1/(m(Ra +2)* — Ra)*. oA
2 - Tout plan contenant Oz est plan de symétrie
pour la distribution du courant. On en déduit que le
champ ]§(M) est perpendiculaire au plan contenant
Ozet M

déduit que

B(r,0,2) = B(r,2) &

J.B



Prenons comme contour d’Ampere un cercle C de rayon r, et orienté selon €.
Le calcul de la circulation conduit a

}l{ Bd/ = 2nrBy(r,2)
C
Le courant enlacé dépend du rayon :

o 7 <Ry, Lentace = 71751

e Ri <7 <Ra, Lenjgee =1

e Ry <7 <Rao+e Lngee =1 — jom(r? — R3)
e Rot+te<r Lenigee=1-1=0

L’application du théoréeme d’Ampére permet d’écrire
C
Apres simplification, il vient :

o r <Ry, BQ(T) = ,u()%
e Ri <7 <Ry, By(r) = poss

jom(r? 7R§)
27r

e Ro<r< R2+€, Ienlace :MOQIW — Ho

e Ro+e<r, By(r)=0 s

3 - Par définition, ® = [[B.dS. Le champ
magnétique n’est pas uniforme sur une section, il faut
effectuer I'intégrale avec dS = drdz éy. On obtient :

r=Ro z=h I I
b — / / /L)drdZMLh In Rp
r=R, Jz=0 2mr 2T Ry

4 - L’inductance, définie par ® =L x I, vaut : L = —1n

Exercice 6
1 - La surface du dipdle placé en y = 0, est de petite taille. On peut donc
supposer que le champ est uniforme sur la surface. La surface du dipole étant
orientée avec un angle ¢, on obtient :

L Ni
op =B(0).S = MOQS(t)S cos 0

2 - Les flux s’exprime de la maniére suivante :
Ni(t
Oy = “O;()scose = Myai(t) et Oy = My I
a
Le théoréme de Neumann assure que

N
M12 = M21 = MLS cos 6
2a

Ceci permet de conclure que :

NI N
Oy = Mg xI= M;iSCOSQ — Ko M cos wt
a
3 - Par définition :
N
& = Li(t) + Mo I = Li(t) + 'u02 M cos wt
a
do di N
d’ou e= e —Ld—i + MOQGMwsinwt
4 - Le schéma électrique équivalent est le suivant :
M
' . .
l 1
r €=l |
—

La résistance de la bobine étant alimenté par la f.e.m e, on en déduit que :
e=r1t

di N
soit —Ld—z + ,u02a wsinwt = rt
di r. pwNMw
d’ov — 4+ -1 = —sinwt
ou T + LZ 2al, sin w

5 - Le second membre étant sinusoidal, la notation complexe permet d’obtenir
la solution en régime permanent. On obtient, avec i = Ipe/ %) et sinwt =
Re (—je*)
i+ .
wi+ —i=—
Jwi Lt J
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. . 1 ,uoNMw .
d’ot — Jwt
ot ¢ Jjw +r/L  2aL c
I i = 1 toNMw
d’Ofl - w2 —+ (r L)2 2aLL
= Arg —j ! HoNMw :—7r/2—arctanL
jw+r/L  2aL Lw

Exercice 7
1 - Le champ magnétique n’étant pas constant sur la surface de la spire, il faut
calculer I'intégrale du flux :

Z0 —

®g(B) = [T fasz By cos (w(t — z/c))dydz

d’ou Pg(B) = —%Bo {sin (w(t— Z/C))EZJFG
Ainsi,  ®g(B) = %Bo {sin (w(t — z0/c)) — sin (w(t — (20 + a)/c))}

En utilisant la décomposition des fonctions trigonométriques, on obtient :
— . wa
dg(B) = TBO sin (2—0) cos (w(t — (20 +a/2)/c))
D’apres la loi de Faraday, on en déduit que

_ dds(B) AT
e=——1— = 2acBg sin (%) sin (w(t — ¢o)

d’ou e = 2acBy sin (%) sin (w(t — ¢o)
c

2 - D’apres 'expression précédente, on en déduit que la tension efficace est :
wa
Uesr = \@acBg sin (7)
c

3 - La tension obtenue dépend de sin (wa/2c), on en déduit que

Wmin@/2¢ = 7[71] €t wpaa/2c = mw/2[r]

2mc
wmin —

d’ou — [27c¢/a] et —  [27me/d]

wmax -

Exercice 8
1 - Le plan (M, €, €)est plan de symétrie pour la distribution des courants.
On en déduit que le champ B est perpendiculaire a ce plan

B(M> = B@(r7972) 50

La distribution de courant est invariante par rotation autour de Oz, on en
déduit que B(M) = B(r,z) é.

2 - Prenons un cercle C de rayon r intérieur au tore, et orienté selon éy.
L’application du théoréme d’Ampere permet d’écrire

soit

% ﬁdi: 27TT’B9(7’,Z) = /L()Nlil
C

poN1iq
2rr

d’ou B(M) =

2
3 - Par définition,
(I)lspire :/ ﬁdg

Avec dS = drdz €y, on obtient :

rz=R+a rz=a Nl'il
q)lspire = / / L drdz
r=R =0 27T

On obtient donc pour une spire :

B — ,uN1i1alnR+a
spire — o R
4 - En sommant les flux sur chaque spire, il vient :
N2iia. R+a
¢ = qu)spire = a 217T In R
5 - Par définition 'inductance propre est donnée par : ® = Lqi.
N? R
6 - Par identification, il vient : L; = ,u2 0 ;a.
T
7 - Par analogie, on obtient évidemment :
uN2a  R+a
Ly = 1
2 27 . R

8 - L’inductance mutuelle est le coefficient de proportionnalité entre le flux
du champ magnétique crée par un circuit a travers un autre et le courant
responsable du champ magnétique.
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N;Noi R
N1 2Z1aln +a

P10 =Ny x P = o R

On en conclut que :

_ uN1Naa 0 R+a

M 1

2 R

9 - Le schéma électrique équivalent est

. M
W YN
représenté ci-contre. On en déduit que : !
e CD L, L2
di dig dia diy

1—|—M7 et wug = Lo

L
=Sy dt

@ TV E

10 - En régime continu, il n’y a pas de variation
de flux de champ magnétique donc pas de couplage entre les enroulements.

2

"
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